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Die griechische Wurzel des Wortes ,,Theorie“ heifst ,sehen”.
Gut ausgewdhlte, verstindlich dargestellte Theorie dient uns als
Lupe und Fernrohr, um Tatbestinde zu sehen, die von

bloflem Auge unsichtbar sind.

aus: Nievergelt, Informatik-Spektrum 18 (1995), 342-344
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Zlatinl
z:unicode
Esym

‘ Alphabete I

10,1}

{0,1,...,9}

S4ec U {A,B,C,D,E,F}
{a,b,...,z,AB,...,Z}

ASCII-Zeichensatz (7-Bit)
Latin1-Zeichensatz (enthilt 7, N) (8-Bit)
{\uh1h2h3h4 | hz c Zhex} (Java) (16—Bit)
{...,<,=,>,<=,:=,—>,if while,...}
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Inhalt der Vorlesung'

effektive Beschreibung formaler Sprachen durch

e reguldre Ausdriicke (RegE)

nichtdeterministische endliche Automaten (NFA)

deterministische endliche Automaten (DFA)

kontextfreie Grammatiken (CFG)
nichtdeterministische Kellerautomaten (PDA)

deterministische Kellerautomaten (DPDA)

Chomsky-Grammatiken vom Typ i (CG;)
firt=0,1,2,3

nichtdeterministische Turingmaschinen (TM)

deterministische Turingmaschinen (DTM)

linear beschrinkte Automaten (LBA)
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‘ Chomsky-Hierarchie I

Fiir eine Sprachbeschreibung D sei L(D) die

beschriebene Sprache.

Fiir eine Beschreibungsklasse A sei
LX,A):={LC¥"|dDeA: L=L(D)}

die entsprechende Sprachklasse.

L(Z,CGs3) = L(Z, RegE) = £(Z,NFA) = £(Z,DFA)
C L(%,CGy) = L(,PDA)
C L(%,CGy) = L(,LBA)
C L(%,CGo)=L(3, TM) = L(S,DTM)
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Grundprobleme von Beschreibungen'

Sei A eine Beschreibungsklasse von Y-Sprachen.

1) Das Wortproblem fiir A (WP(A)):
Gibt es ein Verfahren, welches fiir w € ¥ und
D € A feststellt, ob w € L(D) oder w ¢ L(D)?

2) Das Aquivalenzproblem fiir A (AP(A)):
Gibt es ein Verfahren, welches fiir D1, Dy € A
feststellt, ob L(D1)=L(D3) oder L(D1)# L(D2)?

Bez.: D1 ~ D2 (,,éiquivalent“):m L(Dl) = L(Dz)

3) Das Leerheitsproblem fiir A (LP(A)):
Gibt es ein Verfahren, welches fiir D € A
feststellt, ob L(D) = 0 oder L(D) # ()7

Entscheidbarkeit dieser Probleme fiir Chomsky-Grammatiken

WP | LP | AP
CGs + + +
CGo + + —
CGq + — —
CGoy | - — | -
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‘ Inhalt I

e Beschreibung formaler Sprachen durch regulére
Ausdriicke

e Erkennung durch nicht-det. und det. endliche
Automaten

e Synthese und Analyse endlicher Automaten
e Zustandsreduktion endlicher Automaten

e Wortproblem, Aquivalenzproblem,
Leerheitsproblem

e Anwendungen
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UNIX-Notation fiir
regulare Ausdriicke

Y =ASCII-Zeichensatz

: = a1 V...Va, mit {ay,... ,a,} =2
[abc] = aVbVc

[0-9] = O0V1V...V9

[A-Za-z0-9] = AV...VZVaV...VzVOV...V9
[:digit:] = [0-9]

[:alpha:] = [A-Za-z]

) = A

af = «a-f

alB = aVp

Q* = o

a+ = aa”

a? = Ala

a{3} = aax

af3,5} = of{3}la{4}laf{5}

Ausfiihrliche Beschreibung im Manual unter

> man 7 regex

(reg. expr. as defined in POSIX 1003.2)
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‘ Anwendungen I

1) Symbolklassen von PS: Bezeichner,Zahlworter,. . .

FlieBkommazahlen in C:
ExpPart = [eE] [-+]7[0-9]+

FractConst = ([0-9]1*\.[0-9]+)|([0-9]+\.)
FloatConst = ((({FractConst}) ({ExpPart})?) |
([0-9]+{ExpPart})) [FfL1]?

2) Textsuche:
> egrep ’Gr(ael&d)del’ publications.txt

Ausgabe von Zeilen, die einen Match enthalten
Besonderheit: ~«a Match von a am Zeilenanfang
a$ Match von a am Zeilenende

3) Transformation von Texten mit Perl
(Systemverwaltung)

4) Suchmaschinen fiir Web-Dokumente
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Standardprobleme fiir RegE(Y)

1) Wortproblem (matching problem):
Sei w € ¥* und a € RegE(X). Ist w ein Match
von «, also w € [a]?
Oder allgemeiner: Enthélt w einen Match von «,

d.h. ist w zerlegbar in w = ujvus mit v € [a]?

2) Aquivalenzproblem:
Gilt o] = [A] fiir o, 8 € RegE(X)?
Schreibweise: a ~ 8 :~ [a] = [F]
Beispiel: a* ~ A* V aa*

3) Leerheitsproblem:
Gilt [a] = 0 fir a € RegE(X)?
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‘Darstellung eines DFAI

durch

e Transitionstafel,

e Zustandsgraphen,

e Einwegleseband mit endlicher Kontrolle

$|Db

endliche Kontrolle

—®

Eingabe von links
nach rechts lesen

Signal fiir
Endzustand
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‘Beispiel fiir einen DFAI

Sei der DFA A = (Q, X, 9, qo, F') gegeben durch

Q — {QO>Q17Q27(]3}7

> = {a,b},

F = {q3} und
5(610,&) = (41, 5(610,5) = g3,
6(q1,a) = g2, 6(q1,b) = qo,
5(Q27 CL) = (3, 5(Q27 b) = q1,
5(Q37 a’) = qo, 5((]37 b) = Qg2.

Darstellung von 2l durch

seine Transitionstafel: seinen Zustandsgraphen:

) a b
—qo || 91 | 43
qi q2 | 4o

q2 g3 | 41

= q3 || 90 | Q2

Es gilt: L(A) = {w € ¥* | |wlq
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‘Beispiel fiir einen NFA (1)'

Sei der NFA
U = <Q72757QO7F>
gegeben durch seine Transitionstafel

) g a b

— Qo 0 {ar} | {gs}

q1 || 192,93} | 1a1} {90}
= (2 0 0 0

qs ) 0 | {a2, a3}

bzw. seinen Zustandsgraphen

Es gilt: L(2A) = [(aa*b)*bb*b V a(a V ba)*(b*bV A*)]
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|Beispiel fiir einen NFA (2)'

Der Potenzmengenautomat A* = (@, >, 25\, q0, F\> von
2l ist wie folgt durch seine Transitionstafel gegeben:

) a b
—{q} || {a1,92,93} {q3}
{Q3} 0 {Q2,Q3}
0 0 0
= {q2,q3} 0 {g2, 93}
= {q1,02,9} || {¢1,92,93} | {90,%,9}
= {q0,92,93} || {q1, 92,93} | {a2,93}

und wie folgt durch seinen Zustandsgraphen:

C{Q1,Q2,Q3}§>a
e

GQO,(D,%})
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W;-’;-Mengen

w2 C T U{e}
k>0: W = Wimh U WETt (W) Wi
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Gleichungssystem eines DFAI

DFA 2 mit L(2) = [ab*a]:

. b
)12

b a

Y

Gleichungssystem von Sprachen:

a,b

X1 — {CL}XQ U {b}Xg

Xg = {b}X2 U {CL}X4

X3 = {a,b}X3

X, = {a,b} X5 U (e}

Aquivalenzensystem von reguldren Ausdriicken:

r1 ~ axy V b x3

To ~ bxy V a T4

T3 o~ (aVb) s

Ty o~ (aVb)zs V A*
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Resolutionsregel I

Fiir a, 8,7 € RegE(Y) gilt:
Wenn a ~ faVy und € € [5], so a ~ 5*7.

Beweis: Seien A, B,C C ¥X*. Wir zeigen die
entsprechende Behauptung:

A=BAUC, e¢ B~ A= B*C
Da fiir alle n > 0
A=B"AUB™'CuB"?CU...UBCUC,

folgt B*C C A.

Andererseits:

weA |lw=kecgBn

w & BFTA A

w € BEFCuBF-1CuU...uBCUC C B*C

ATFS 2001 Kapitel 2
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‘Lﬁsung eines Aquivalenzensystems'

Aquivalenzensystem (siehe Folie 2.10):

rT1 ~ axys V b x3

To ~ bxzoy V a Ta

T3 o~ (aVb) xs

Ty o~ (aVb)xzs V A*
Losung

r3 ~ (aVbh)*A ~ A

o Lyg Y A*
~ Lo o~ b*aA* ~ b*a
~ x1 ~ ab*a
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| Markierungsalgorithmus I

Tabelle der Zustandspaare:

d1
q2
qs
d4

go | 91 | 92 | g3
Minimaler DFA :

=== @D

b
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Anwendung 1: Mealy-AutomatI

A = <Q7 E7 A7 qo, 57 )‘>

mit A Ausgabealphabet
AR XY —=A Ausgabefunktion

fo : X2F — A¥ Berechnungsfunktion
fa(e) =¢€ -
fa(wa) = fa(w)A(d(qo, w), a)

Beispiel Fahrkartenautomat:

ATFS 2001 Kapitel 2
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‘Anwendung 2: Wortsuche in Texten'

Der Suchautomat von {web,ebay}:

siehe Hopcroft, Motwani, Ullmann, Seite 70

Implementierungstechniken
a) NFA-Methode
b) DFA-Methode:

siehe Hopcroft, Motwansi, Ullmann, Seite 71
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Anwendung 3: Theorie paralleler Prozesse (1) I

Beispiel:
e Anna und Bernd wollen malen

e benstigen dazu Pinsel und Farbe

Anna: Bernd:

Pinsel: Farbe:

pinsel 4 @ pinsel g farbe 4 @ farbep

ATFS 2001 Kapitel 2
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Anwendung 3: Theorie paralleler Prozesse (2) I

Transitionsdiagramm:

(a1,b1,p1, f1)

pinsel 4 farbep
farbe 4 pinsel 3

(a2,b1,p2, f1) (as,b1,p1,f2) (a1,b2,D2,f1) (a1,bs,p1,f2)

farbe 4 farbe)

(a'47b17p27f2) (a'27b37p27f2)

“Deadlock”

ATFS 2001 Kapitel 2 17



Zusammenfassung I

e Beschreibung formaler Sprachen durch regulire
Ausdriicke

e Erkennung durch nicht-det. und det. endliche
Automaten

e Synthese und Analyse endlicher Automaten
e Pumping-Lemma

e Zustandsminimierung endlicher Automaten

e entscheidbare Eigenschaften endlicher Automaten

— Wortproblem
— Aquivalenzproblem

— Leerheitsproblem

e Anwendungen
— Automaten mit Ausgabe
— Wortsuche in Texten

— Theorie paralleler Prozesse

ATFS 2001 Kapitel 2
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‘ Inhalt I

e kontextfreie Grammatiken (CFG), Eindeutigkeit
e cinseitig-lineare Grammatiken
e Normalformen von CFG: CNF, GNF

e Abschlufleigenschaften von CFL,
Pumping-Lemma,

e entscheidbare Eigenschaften von CFG
e Kellerautomaten

e CYK-Algorithmus

e erweiterte CFG (EBNF)

e rekursive NFA / Syntaxdiagramm
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Historie I

1) Noam Chomsky (1955):
“Phrasenstrukturgrammatik”
Beispiel:
<Satz> — <Nominalphrase> <Verbalphrase>
<Nominalphrase> — <Artikel> <Nomen>
<Verbalphrase> — <Verb> <Nominalphrase>
<Artikel> — die
<Nomen> — Katze
<Verb> — frifit
<Nomen> — Maus

<Satz> =—* die Katze frifit die Maus

2) John Backus (1959): “Backus-Naur-Form” (BNF)

Beispiel:

<exp> = <exp> <op> <exp>
<exp> = (<exp>)

<exp> = —<exp>

<exp> ::i=1id

<op>u=+ | — | « [ /| 1

<exp> =" id + (id — (id 1 id))
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Kontextfreie Grammatik von WHILE-Programmen

({S,A,B},X,P,S)
Y. = {begin, ;, end, if, then, else, while, do, :=, +1, —1, > 0} U{X; | i € IN}

P: S— A | begin S; Send | if B then S else S | while B do S
B— X;>0 1€IN

while B do S

while X7 >0do S

while X7 > 0 do begin S; S end

while X; > 0 do begin X; := X; —1; S end

while X7 > 0 do begin X7 := X; — 1; X¢:= X9+ 1 end

LEEL
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Rechts- und Linksableitung'

Sei die kontextfreie Grammatik G gegeben durch

S — AB
A — Aal|b
B — abl|b

Der Ableitungsbaum

entspricht den (verschiedenen) Ableitungen

S=— AB —> bB =—> bb
S=— AB =— Ab = bb

(~» Links- und Rechtsableitungen)
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Rechtslineare Grammatiken und endliche Automaten'

Sei die rechtslineare Grammatik G gegeben durch

S — aS|abA e
A — adle

A(G) ist gegeben durch

Es gilt L(G) = L(A(G)) = [a*(A* V aba™)].
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Zusammenfassung I

{L C¥*| L=L(G), G rechtslinear}
= {LC¥*|L=L(G), G linkslinear}
= {LCXY*|L=L(G), G einseitig linear}
— £(X,NFA)
— £(Z,DFA)
— [RegB()]
= {LC X" |[D(L)] < oo}
= RegL(¥)
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Vorgingerabschlufl I

Sei die Grammatik G gegeben durch

S — bSH|A
A — aAle

Konstruktion eines NFA, der Preg({bab}) erkennt:
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‘ Kellerautomat (PDA) I

Die Sprache der Palindrome mit markierter Mitte,
L = {wew® | w € {a,b}*},
wird erkannt vom PDA

2 = <{QO7 qi1, q2}7 {0’7 b? C}7 {CL, b7 ZO}7 57 qo, Z07 {q2}>

mit den Transitionen (J):

(q0,z,A) —> (qo0,7A)

(90,¢,4) —  (q1,4)

(q1,2,2) — (q1,e) (VA€ {a,b, 2y},
(q1,6,20) — (q2,¢) Vz €{a,b})

Berechnungsbeispiel:

Zustand Eingabe Keller

(Kopf links) (Spitze links)

(90, aca, Zo)

= (qo, ca, aZy)

- (q1, a, aZy)

= (g1, : Zo)

- (Q27 ’ )
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Beispiel zu CFL(X) C £(3,PDA)

Sei G € CFG({a, +,*}) gegeben durch

S— S+a|Sxala

Dann ist
QlG — <{q}7 {+7 *7 a’}) {_|_7 *7 a7 S}7 57 q7 S> E PDA({CL7 _|_7 *})7
wobei 0 wie folgt gegeben ist:

(1) (¢+,+)—(g,¢e) 4) (¢,5S5)—(¢,S+a)
(2) (g,%,%x) —(q,e) (5) (¢,&,5)— (q,5 *a)
3) (g,a,a) —(q,e) (6) (q,&,5)— (q,a)

axa+a¢€ L(G)=L"/g,e¢):

Linksableitung in G: Erkennung durch 2q:

(¢, axa+a, S)
4 (¢, axa+a, S+a)
-5 (g, axa+a, S*a+a)
S F6) (¢, axa+a, axa+a)

— S + a (3) , ’
=) (q, *xa + a, *a + a)

> S * a —|- a (2)

—> axa-+a - (C.I7 a—l—a, CL—I—CL)
=G) (g, +a, +a)
- (g, , a)
- (g, 3 e)
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‘ CYK-Algorithmus I

Eingabe: G € CNF,w=a71...a,,n >0

Ausgabe: N;; fiir alle¢,j mit 1 <7 <5< n

Verfahren:

for : :=1 to n do
N;,;:={A| A — a; € P}
ford:=1ton—1do (*d=j—1%)
fori:=1ton—ddo (* N;;rq-Berechnung *)
begin
Niiyd =0
for k:=itoi+(d—1) do
Nijivd:= Niipa U {A|A— BC € P,
B € Nk, C € Nigy1,ivd}
end
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‘Beispiel Zum CYK-AIgorithmusI

Sei die Grammatik G gegeben durch

S — ABla
A — BA]la
B — AB|b

Dann gilt:

S — AB —2 BAAB —* baab

Tabelle der N;;:

i\ J 1 2 3 4
1 | {B} | {4} 0 1{S B}
2 {S, A} ) {S, B}
3 {S,A} | {S, B}
4 {B}
b a a b

ATFS 2001 Kapitel 3
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Extended-Backus-Naur-Form und
erwelterte kontextfreie Grammatiken
EBNF:

Statement ::= Var := Expr
if Expr then Statement [else Statement]
begin Statement {; Statement} end

repeat Statement {; Statement} until Expr
Expr ::= Var | true | false

Var i=x|y |z

ECFG:
S — V. =F
V  if E then S (else SV A™)
V  begin S (; S)" end
V. repeat S (; S)" until F
E — V VitrueV false
V. — xVyVz
¥ = {x,y,z, true, false, :=, ... }
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Syntaxdiagramm I

Var o =)

St at enent :

v

\4

:

—{ F)~[Expr [+ hen)-St at enent |--€l se)-St at enent

1 » »
—»@ ISt at enent -(end)
Y
0/

A
<
Q
-

v

Var :

ATFS 2001 Kapitel 3
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Rekursiver endlicher Automat
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Erkennende Berechnung des

rekursiven endlichen Automaten

(S, if true then x := false)
= (4, true then x := false)

= (5, then x := false)
- (6,x := false)

- (7,¢)
o (3,¢)

(1) wegen:
(E, true then x := false) F (11,then x := false)
(2) wegen:
(3) (4)
(S,x := false) F (1,:= false) - (2, false) F (3,¢)
(3) wegen:

(V,x := false) F (12,:= false)

(4) wegen:
(E,false) F (11,¢)
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\ Inhalt I

e Chomsky-Grammatiken und Chomsky-Hierarchie

e Abschlufl von Ly unter reguldren Operationen
und Schnitt

e Platzbedarfssatz

e Abschlufl von £; unter reguldren Operationen
und Schnitt

e Turingmaschinen, linear beschrankte Automaten

e aufzidhlbare und entscheidbare Sprachen
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Die Chomsky-Hierarchie

Fiir |X| > 1 gilt:
L3(X) & Lo(X) C  L1(¥) & DECZX) &  LoX)

__ - [ - I - ” [
RegL(X) L(T,PDA)  L(Z,LBA) L(X, TM)
I UM [
L£(X,DFA)  £(Z,DPDA) L(X,DTM)
I
L(X,NFA)
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Abschlufleigenschaften

Schnitt | Vereinigung | Komplement | Produkt | Stern
L3 ja ja ja ja ja
Lo nein ja nein ja ja
L1 ja ja ja ja ja
Lo ja ja nein ja ja
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Entscheidbarkeit

Wort- | Leerheits- | Aquivalenz-
problem | problem problem
L3 ja ja ja
Lo ja ja nein
L1 ja nein nein
Lo nein nein nein




