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Klausur zur ,,Analysis fiir Informatiker* (WS 99/00)

Aufgabe 1 (4 Punkte) Mittels vollstindiger Induktion zeige man fiir alle n € N:

2n 1 n 1
;(_1)’%1% - ]; n+k

Aufgabe 2 (5 Punkte) Die Folge {a,}° ; sei definiert durch

2 5 5n+-2
an::(n+> , neN

2n

Untersuchen Sie die Folge {a,}52; auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenfalls ihren Grenzwert.

Aufgabe 3 (5 Punkte) Berechnen Sie lir(r)1+(ta,n z)”.
T—

T

Aufgabe 4 (6 Punkte) Gegeben sei die Funktion f : (e, co) = R mit f(z) € (e, 00).

- log:z:—l’$

(a) Bestimmen Sie xlggr () und xll)rgo f(z).

(b) Bestimmen Sie die Monotonieintervalle von f.
(c) Bestimmen Sie die Extrema von f.

(d) Geben Sie eine grobe Skizze von f an.

Aufgabe 5 (5 Punkte) Zeigen Sie mit Hilfe der Differentialrechnung

2

2 arctan x + arcsin

Aufgabe 6 (5 Punkte) Berechnen Sie / i Md
o 1+sin(x?)

o0
-2
Aufgabe 7 (5 Punkte) Untersuchen Sie die Reihe E (n 3 > cos™(n?) auf Konvergenz.
n
n=1

Aufgabe 8 (5 Punkte) Zeigen Sie fir z € (—1, 1) die Gleichung

o0

1
Z(n + 1)z" = e

n=0
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1. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (9 Punkte) Beweisen Sie mit Hilfe der Kérperaxiome A1-A9 fiir a, b, ¢, d € R mit b # 0
und d # 0 die folgenden Bruchrechenregeln:

d+b
0 %:s — ad=te (ii) %+§:a (jc_l <.
a ¢ ac
(i) — =
b d bd

Aufgabe 2 (*) Es sei K ein Korper. Weisen Sie die ,Nullteilerfremdheit® von K nach, d.h. die
Nichtexistenz zweier Elemente a,b € K\{0} mit Produkt a - b = 0.

Aufgabe 3 (x) Folgern Sie aus den Korper— und Anordnungsaxiomen fir z, y, z € R

(i) <y <= —I>-—y, (ii) r<y und z2<0 = x-2>y-z,
1 1
(iii) >0 = z4+z!'>2 (iv) z>y, >0, y>0 = ;<§

Aufgabe 4 (6 Punkte) Sei K = {0, 1} eine zweielementige Menge. Uber K seien die Verkniipfungen
, + “und , - “ gemifB der folgenden Tabellen definiert:

+10 1 -0 1
010 1 0[]0 O
111 0 110 1

(1) Zeigen Sie, dal K ein Korper ist (d.h., daf K mit den so definierten Operationen ,, + “ und
, - ¢ die Korperaxiome A1-A9 erfiillt, wenn man dort R durch K ersetzt).

(2) Verifizieren Sie, dafl auf K keine Ordnung eingefiihrt werden kann, welche die Ordnungs- und
Monotonieaxiome erfiillt.

Aufgabe 5 (x) Sei K = {a,b,c,d} eine vierelementige Menge. Setzen Sie die folgenden Verkniipfungs-
tabellen so fort, da§ K mit diesen Verkniipfungen ein Korper ist (d. h., dal K mit den so definierten

Operationen ,, + “ und ,, - “ die Korperaxiome A1-A9 erfiillt, wenn man dort R durch K ersetzt).
+la b c d la b ¢ d
a | a ala a
b a b b
c a c
d a d

Welches Element des Korpers K ist das Nullelement bzw. das Einselement? Ist die Fortsetzung ein-
deutig ?

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
30.10.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebidude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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2. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Organisatorisches: Ubungsblitter erhilt man unter der Adresse
http://www.mathc.rwth-aachen.de/uebungen/AfI/
im Internet (als postscript-Files).

Aufgabe 1 () Essei M = { %’ ‘ p,q € N mit p < q}. Bestimmen Sie inf M und sup M und begriinden

Sie Thre Aussagen.

Aufgabe 2 (3+5 Punkte) Fiihren Sie fiir die angegebenen Mengen M folgendes Programm durch:
1) Untersuchen Sie, ob die folgenden Mengen nach oben bzw. unten beschrinkt sind.

2) Bestimmen Sie gegebenenfalls das Supremum bzw. Infimum der Mengen und untersuchen Sie, ob
es sich um ein Maximum bzw. Minimum handelt.

3) Bestimmen Sie die Mengen 0M und M'.

1 M= {i+ S

m

2)|z? — 1
m,nEN}, (2) M:{xER‘M>4}.
T+ 1

Aufgabe 3 (x) Zeigen Sie, dafB} fir alle n € N gilt:

(1) En: <Z> = on, 2) . (—1)’“(’;) = 0.

Aufgabe 4 (2+4 Punkte) Beweisen Sie mit vollstindiger Induktion, daf fiir alle n € N gilt:

2n n
1 1
1 1> onl 2 —1)k1IZ = )
(1) n!> , (2) ];( ) k ;er

Aufgabe 5 (*) Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung der Bernoullischen Ungleichung:
Ist n € N und sind z1,--- ,2, € Rmit z; > 0 fiir j = 1,--- ,n oder -1 < z; <0 fiir j = 1,... ,n,
so gilt

Aufgabe 6 (x) Sei ) # M C R kompakt. Zeigen Sie, dafi M ein Minimum und ein Maximum hat.

Aufgabe 7 (3+3 Punkte) Berechnen Sie Realteil, Imaginirteil und Betrag von z € C, sowie 2.

214+ 6 1—1 1—-24
- , (2) -z = -
7 — 2 24+ 24 1+ 3

(1) ==



Aufgabe 8 (*) Skizzieren Sie die folgenden Mengen in der komplexen Ebene:

z+1

-1
1) {zE(C\{—I}‘Re(Z >:0}, 2) {z€C|32>— 102z + 32" + 16 = 0},
3) {zE(C‘|z|321,1m(z3)20undRe(z3)ZO}, 4) {zGC‘|z|:Z—;Z+1}_

Aufgabe 9 (3+3 Punkte) Bestimmen Sie die Losungen der folgenden quadratischen Gleichungen:

(a) 22— (44+19)z+5+5i=0, b) 22— (B+T)z—4+19% =0.

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
6.11.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebiude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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3. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (2+2 Punkte) Untersuchen Sie die Folge {a,}5°; auf Konvergenz und begriinden Sie
Ihre Aussagen mit Hilfe der Definition.

o6n — 2
1) a, = .
(D) an =37

(2) a,=V1—n3+n.

Aufgabe 2 (x) Untersuchen Sie die Folge {a,}72; auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls
ihren Grenzwert:

2n% — 18n%2 +9 n?+n n?
1) ap=" 2) ay = . 3) an = (—1)"—"
W) e == G 21y () an B an=(=D"30505

2Tl

Aufgabe 3 (5 Punkte) (Sandwich-Lemma) Seien {ay, }2° 1, {b, }5° ; und {¢, }°° ; Folgen reeller Zahlen
mit den Eigenschaften

1) Es gibt ny € N, so daf} a,, < b, < ¢, fir alle n € N mit n > ny,

2) {an}s2; und {c,}72; sind konvergent und nlggo anp =a = nll}rgo Cn-

Zeigen Sie, daf dann auch {b, }5° | konvergiert mit lim b, = a.
n—00

Aufgabe 4 (*) Bestimmen Sie mit Hilfe des Sandwich-Lemmas (siehe Aufgabe 3) den Grenzwert der
Folge {z,}>2 ;.
n! c\n
1) zn=21 2) @ = (1 + (—1)”$) , ceR

nn’

Aufgabe 5 (2+2+2+2+2+3 Punkte) Bestimmen Sie, soweit moglich, den Grenzwert a der Folge
(an)nEN-

)
a) an = r b) ap =Vn?+1—n,

d) ap = ——

1
1
1 n - k
e) aTL m<2>7 ) a'n Z n2 + k

Aufgabe 6 (x) Die Folge {ay}2° sei rekursiv definiert durch

1
a1 =1 und an+1:\/1a%+1 fiir n € N.

Zeigen Sie, daf} die Folge {ay}52, konvergent ist. Bestimmen Sie li_>m .
n—oo

Aufgabe 7 (242 Punkte) Untersuchen Sie die Folge {a,};° ; auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls ihren Grenzwert:

(1) an = (1;3")6”. 2) an— (1— 2n1+1>8n1.

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
13.11.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebiude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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4. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Organisatorisches: Termininderung: Die Klausur zu den Ubungen ,, Analysis fiir Informatiker* findet
am Samstag, dem 17.2.2001 vom 13:30-15:30 Uhr in den Horsédlen AM, Gr, Ro, Fol und Fo2 statt.

Aufgabe 1 (%) Es seien {z,}5°; und {y,}5°; Cauchy-Folgen. Zeigen Sie mit Hilfe der Definition, daf
{zn + yn}22, auch eine Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 2 (3 Punkte) Es sei {z,,}7°, gegeben durch
xn:;?, lgf <1, neN

Zeigen Sie per Definition, daf {z,}2°, eine Cauchy-Folge ist.
Aufgabe 3 (5 Punkte) Es sei {a,,}52, eine nach unten beschrinkte Folge. Fiir k € N sei
zp =inf{ a, |n >k }.
Zeigen Sie, dal lim (ay,) = sup{ zx | k € N } gilt.
00

Aufgabe 4 (3 Punkte) Zeigen Sie per Definition

1 -3z
lim
=1 2 —1x

= -2

Aufgabe 5 (343 Punkte) Bestimmen Sie fiir die Funktion f den maximalen Definitionsbereich D(f)
und berechnen Sie die Grenzwerte an den Réndern (auch £o00) von D(f).

" —1 4 — g2

(1) f(z):= 1 n €N (2) f(x):m

Aufgabe 6 (1+1+1+2 Punkte) Welche der folgenden Abbildungen f : A — B sind injektiv,
surjektiv oder bijektiv? Geben Sie gegebenenfalls die Umkehrfunktion f~': B — A an.

) A=B={123} f(1) =3, f2) =1, f(3) = 2.
2) A=1{1,2}, B={1,2,3}; f(1) =2, f(2) =3.

3) A={1,2,3,}, B={2}; f(1) = f(2) = F3) = 2.
4) A=B =R f(z) =2z + 3 fir z € A.

1

Aufgabe 7 (*) Sei f : R — R eine Funktion. Zeigen Sie, daf§ folgende Aussagen dquivalent sind:

a) f ist injektiv.
b) Es gibt eine Funktion g : R — R mit g o f = idg.
c) Firalle A, BCRist f(ANB) = f(A)N f(B).
)

d) Fiir alle A, B C Rist f(A\ B) = f(4) \ f(B).

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
20.11.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebidude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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5. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (4 Punkte) Es sei f definiert auf D C R, und zy € D sei ein Haufungspunkt von D.
Zeigen Sie:

[ ist stetig in 29 <= f(zo—) = f(x0) = f(zo+).

Aufgabe 2 (x) Seien f,g: D — R und 2y € D. Ferner seien f und g stetig in xy, und f(z¢) > g(zo).
Zeigen Sie: Es gibt eine Umgebung U von z( derart, dal f(z) > g(x) fiir jedes z € U N D gilt.

Aufgabe 3 (34342 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit und gleichmifi-
ge Stetigkeit:

$2

a) f:[0,00) = R f(z)=+/z, b) f:R—)R,f(x)zl—l—m,

c) [f:R\{0} =R, f(z) = sgn(z).
Aufgabe 4 (x) Zeigen Sie:

a) Sei ) # D C R und {z,}52, eine Cauchy-Folge in D (d. h. es ist z,, € D fiir alle n € N). Ist
f: D — R gleichmiBig stetig, so ist auch {f(z,)}5, eine Cauchy-Folge.

b) Die Aussage in a) wird falsch, wenn man die Bedingung ., f gleichmifig stetig“ zu , f stetig®
abschwicht.

Aufgabe 5 (x) Seien a, b € R mit ¢ < b und f : (a,b) — R eine Funktion. Zeigen Sie, daf} die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

1) f ist gleichmiBig stetig.
2) Es gibt eine gleichméfig stetige Funktion F : [a,b] — R mit F |45 = f.

Aufgabe 6 (3 Punkte) Sei f : R — R gleichméBig stetig. Zeigen Sie, daf es eine Konstante ¢ € R
gibt, so daB gilt:

|f(z)] <ec(|lz| +1) firallez e R
Aufgabe 7 (3 Punkte) Sei p: R — R, p(z) = 25 — 72* + 223 — 2 + 4. Zeigen Sie, daB p im Intervall
(—1, 1) wenigstens zwei Nullstellen besitzt.

Aufgabe 8 (*) Seien f : [a, b] — R stetig und a < z; < 9 < --+ < z, < b. Zeigen Sie: Es gibt ein
t € [a, b, so daB f(t) = = [f(21) + f(x2) + - + f(zn)] gilt.

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
27.11.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebidude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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6. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Organisatorisches: Die Diskussionsgruppe 14 wurde verlegt und findet ab sofort mittwochs von
14:00-15:00 Uhr im Raum 202 (Templergraben 59) statt.

Aufgabe 1 (%) Sei ) # I = [a,b] C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion mit
f(a)f(b) < 0. Zeigen Sie:

1. f besitzt in I eine Nullstelle.

2. Wir wollen eine Nullstelle von f in I mittels des Bisektions-Verfahren (approximativ) berechnen.
Dazu definieren wir rekursiv eine Folge I, = [ay, by], n € N, von Intervallen durch I; = I und

[an, 2Fte]  falls f(a,)f(2E) <0,

I = =
n+1 [an-l—labn-i-l] {[an;rbn’ bn] , falls f(an)f(an‘;bn) > 0.

Zeigen Sie nun:

2.1. Fir alle n € Nist f(an)f(bn) <0.
2.2. Fiir alle n € N ist b, — ap, = 2%

2.3. Die Folgen {a,}52; und {b,} >, konvergieren zum gleichen Grenzwert.

2.4. Fir den Grenzwert ¢ := lim ay,, gilt f(¢) =0 und |¢c — %| < (’;—na fiir alle n € N.
n—0o0

3. Bestimmen Sie mit diesem Verfahren (und einem Taschenrechner) die Nullstelle der Funktion

: _ : - 1
f:00,1/2] = R, f(r) = zexp(z +1/2) — 1 bis auf einen Fehler von 5.

Aufgabe 2 (3+2+2+2 Punkte) Seien o, f € R mit a > 0 und S > 0. Zeigen Sie:

« l [0}
1) lim — =0. 2 lim Joe@)®
z—o0 bt T—00 B
: a, Bz _ : ot B —
3) zgglw |z|%e 0. 4) lwlﬁ]lx |log(z)|” = 0.

Aufgabe 3 (1+1+2 Punkte) Zeigen Sie:

1) lim /c=1 fiir alle ¢ > 0. 2) lim /n=1. 3) lim Vn!=oo.

n—00 n—00 n— 00

Aufgabe 4 (5 Punkte) Sei f : R — R stetig in 0 mit der Eigenschaft f(xz +y) = f(z)f(y) fir alle x,
y € R. Zeigen Sie:

1) f ist stetig auf R.

2) Entweder ist f(z) = 0 fiir alle z € R oder es gibt eine Konstante ¢ € R, so daf f(x) = exp(cz)
fiir alle z € R gilt.

Aufgabe 5 (242 Punkte) Sei £ € N und f : (0, co) — R definiert durch f(z) = {/z. Beweisen Sie,
daB f differenzierbar ist, und berechnen Sie die Ableitung

(i) mittels der Definition, (ii) mittels der Rechenregeln.



Aufgabe 6 (2+2+2+2 Punkte) Untersuchen Sie fiir die folgende Funktion f, auf welcher Menge
D C R die Funktion definiert ist, fiir welche € D die Funktion differenzierbar ist und bestimmen Sie
die Ableitung.

~
&
8

zrlogx

<$+1>
log .
r—1

N | =

Die mit einem () versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,

4.12.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebiude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!



Lehrstuhl C fiir Mathematik PD Dr. Yubao Guo

7. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (*) Definition: Eine Funktion f : D — R heifit Lipschitz-stetig in D, wenn es eine
Konstante L > 0 gibt, so daf gilt

|f(z) — f(y)| < Lz —y| firalle z, y € D.

Man nennt dann L eine Lipschitz-Konstante fiir f in D.
1) Zeigen Sie: Ist f : D — R Lipschitz-stetig in D, so ist f gleichméfig stetig in D.

2) Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen Lipschitz-stetig in D sind und geben Sie ge-
gebenenfalls explizit Lipschitz-Konstanten fiir f an:
x

a) f(z) =z, D=][0,00). b) f(w)zm, D=R

c) fl(z)=1log(z), D = [zg,00) mit zg > 0.

Aufgabe 2 (x) Es sei f stetig in [a, b] und differenzierbar auf (a, b). Dann gilt:
1) f'(z) >0, z € (a, b) <= f ist monoton wachsend auf [a, b];
2) f'(z) >0, z € (a, b) = [ ist streng monoton wachsend auf [a, b];

3) f'(z) =0, z € (a, b) = es gibt ein ¢ € R mit f(z) = ¢ fiir alle z € [a, b].

Aufgabe 3 (6 Punkte) Die Funktionen sinh : R — R (Sinus hyperbolicus) und cosh : R — R
(Cosinus hyperbolicus) sind fiir z € R definiert durch

T _ »,—T T —T
sinh(z) := % und cosh(z) := ete”

Zeigen Sie:
1) sinh und cosh sind beliebig oft differenzierbar; es gilt sinh’ = cosh und cosh’ = sinh.
2) sinh ist streng monoton steigend und bijektiv.

)
3) Fiir alle z € R gilt cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
)

4) Die Umkehrfunktion arsinh:= sinh~! (Area Sinus hyperbolicus) von sinh ist differenzierbar.
Bestimmen Sie die Ableitung arsinh’.

5) Fiir alle z € R ist arsinh(z) = log(z + V22 + 1).

Aufgabe 4 (x) Zeigen Sie mit Hilfe der Differentialrechnung die folgenden Ungleichungen:
(1) z<1—a(l—z) firz>0und 0 < a < 1.

(2) n(b—z)z"t <b* — 2" <n(b—z)b" ! fiir 0 <z <bundn > 2.



Aufgabe 5 (*) Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema der folgenden Funktionen:

_$2—2x+3

=——— z€R
222513

(1) fl@) =27, z€[-1, o). 2) flx)

Aufgabe 6 (x)
Definition: Sei I C R ein Intervall. f: I — R heifit konvez auf I, wenn gilt:

(%) fltxy + (1 —t)zs) < tf(xy) + (1 —t)f(xe) firalle z1, zo € I und alle t € (0,1).
f heilit konkav auf I, falls —f konvex auf I ist.

1) Zeigen Sie, daf} die Bedingung () dquivalent ist zu

f(z) = f(71) < f(z2) — f(2)

r — I Iro — T

(%)

fir alle 1, =, o € [ mit 1 < z < 9,

und veranschaulichen Sie diese Bedingungen am Graphen einer konvexen Funktion.

2) Sei f: I — R differenzierbar. Folgern Sie aus 1) und dem Mittelwertsatz die Aquivalenz

f konvex auf I = /' monoton wachsend.

3) Sei f: I — R zweimal differenzierbar. Zeigen Sie

f konvex auf I = f"(xz) >0 fiir alle z € I.

Aufgabe 7 (14+2+2+2+1 Punkte) Fiihren Sie fiir die Funktion f : R — R definiert durch

o) =l (1-1)

Definitionsbereich D(f), Stetigkeitsbereich S(f);

folgendes Programm durch
1

2) Grenzwerte an den Rindern, stetige Ergénzbarkeit;

3) Monotonieintervalle, lokale und globale Extrema;

)
)
)
)

4) Konvexitits- und Konkavitétsintervalle;

5) Grobe Skizze.
Aufgabe 8 (2+2+2 Punkte) Seien a,b € R mit b # 0. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

inh
) lim arsinh(ax)

i . 1 1
z—oo  log(x) 2) 2%1(10g($) log(1 — x)). 3) lim (W _ _)_

z—0 bx + 1) x

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
11.12.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebiude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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8. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (%)
a) Bestimmen Sie fiir n € N das Taylorpolynom 7}, (log, z) in 1.

b) Zeigen Sie durch Abschétzung des Restgliedes der Taylorformel:

Y (_l)kxk = —log(1 + ).

Fir alle z € [-1/2, 1] ist  lim

Aufgabe 2 (6 Punkte)
a) Bestimmen Sie fiir n € N das Taylorpolynom 7}, (exp, ) in 0.
b) Zeigen Sie durch Abschétzung des Restgliedes der Taylorformel:

1

k _ _x
k,.’L‘ = €.

n
Firalle z € R ist  lim
k=0
Aufgabe 3 (6 Punkte) Sei § > 0 und f € R[a,b] mit f(z) > J fir alle z € [a, b]. Zeigen Sie mit dem
Riemannschen Integrabilitdtskriterium, dal dann auch —— € R]a, b] ist.

f(z)

a

Aufgabe 4 (x) Sei ¢ > 1. Berechnen Sie das Integral / log(z) dx mittels Riemannscher Zwischen-
1

summen.

Hinweise: Berechnen Sie z. B. die Riemannsche Obersumme S(7,) von log auf [1,a] beziiglich der
Zerlegung T,, = {a?/" |  =0,... ,n}, n € N, und bestimmen Sie lim S(T},).
n—00

Aufgabe 5 (3+3 Punkte) Interpretieren Sie die folgenden Summen als Riemannsche Zwischensum-
men und berechnen Sie:

n
. ? .
(a) 7}5&32%’ p>0. (b) nlirgozln+]
i= j—

Aufgabe 6 (x) Fiir n € NU {0} ist das n-te Legendre-Polynom P, definiert durch

1 d\"
Py (x) = o <%> (2 -1)", z€R

Zeigen Sie durch partielle Integration:

1
a) / P, () Py, (z) dz = 0 fiir alle m, n € NU {0} mit m # n.
-1

1
2
2 . ..
b) /1 (Pu(@))” dz = 5= fiir alle n € NU {0}.

Aufgabe 7 (2 Punkte) Sei a € R und f € C[0, 00) mit li}m f(x) = a. Zeigen Sie
T—r00

fim = [ f(t)dt = a.

z—=o0 T J



Aufgabe 8 (2+2+2+2 Punkte) Losen Sie folgende Integrale mit Hilfe partieller Integration.

(1) /ﬁdm, x> —1. (2) /a;log(a;)da;, z > 0.
og”(xr)daxr, x > 0. x” cosh(Zx)ax, x € IX
3 log?(z)d 0 4 222 cosh(2z)d R
Aufgabe 9 (2+1+1+2 Punkte) Losen Sie folgende Integrale durch geeignete Substitution.
z 4z
(1) /log (1 + E) dr, x> —2. (2) /mdm, x> 1.
1
(3) /xe“+bx2da;, z€R, b#O0. (4) /—dy, y > 0.
NESVES

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
18.12.2000, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebiude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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9. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (4 Punkte) Seien a, b € R positive Zahlen. Berechnen Sie den Flicheninhalt

F = 21)/_(L V1= (z/a)?dx

der Ellipse E := {(z,y) € R? | (z/a)? + (y/b)? < 1} C R2.

Aufgabe 2 (x) Bestimmen Sie den Inhalt F der Fliche, die von den Kurven fi(z) = 2fa?
fa(x) = & — arcsin(z) und der Gerade x = 0 begrenzt wird.

Aufgabe 3 (2+2+3+3 Punkte) Losen Sie folgende Integrale.

(1) / cos? () dz: @) / ﬁdm;
3) / @d:p; (@) / ¢ sin(bz)dz, ab # 0.

Aufgabe 4 (x) Integration rationaler Funktionen: Sind P, ) Polynome, so 1afit sich die rationale
Funktion R = P/Q integrieren, indem man R in eine Summe von ,einfachen“ rationalen Funktionen
zerlegt.

Dazu gehen wir zunichst davon aus, dal P und @ keine gemeinsamen Nullstellen haben und daf

grad(P) < grad(Q) gilt. Bezeichnet man dann mit z1,... ,z, (n € Ny) die paarweise verschiedenen
reellen. Nullstellen von @, so findet man (gemifi dem Fundamentalsatz der Algebra) m € Ny und
ki,...,kntm € N sowie paarweise verschiedene reelle Zahlenpaare (a1,b1),... , (am,by,) mit 4b; —a? >

0,7 €{l,...,m} und c € R\ {0}, so daB @ geschrieben werden kann als
Qz) = c(x — 1) -+ (z — )P (2 + arw 4+ b)F 1 - (2 + @ + b)), z €R

Dann 148t sich die rationale Funktion P/Q schreiben als

Cijz + Di;
72 + a;z + b;)7’

) SR Nk

i=1 j=1 i=1

n kl m kn+z
z € R\ {z1,... ,z,},
Jj=

1

wobei A4; j, C; j, D; ; reelle Zahlen sind. Die so durchgefiihrte Zerlegung heifit (reelle) Partialbruchzer-
legung von R.

Fiir die Bestimmung der Zahlen A;;, C;;, D;; stellt man im allgemeinen Gleichungssysteme auf,
die sich aus dem Ansatz (x) ergeben, indem man mit @ auf beiden Seiten multipliziert und einen
Koeflizientenvergleich durchfiihrt. Es 14t sich zeigen, dafl das entstehende lineare Gleichungssystem
fiir die Zahlen A; ;, C; ;, D; j immer eindeutig losbar ist.

Haben P und () gemeinsamen Nullstellen oder ist grad(P) > grad(Q), so kann man durch Polynom-
division immer Polynome Py, P;, @1 finden, so dafl P; und @) keine gemeinsamen Nullstellen haben,
daB grad(P;) < grad(Qn) gilt und P(z)/Q(z) = Py(z) + Pi(z)/Q1 () fiir alle z € R mit Q(z) # 0 ist.

In dieser Aufgabe sollen nun fir die in der Partialbruchzerlegung (%) auftretenden ,einfachen“ Stan-
dardtypen Stammfunktionen bestimmt bzw. Rekursionsformeln ermittelt werden:



1) Sei zp € R und j € N. Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) = 5 T ER \ {zo}.

v
(z — o)

2) Seien a, b € R mit 4b > a? und j € N. Bestimmen Sie eine Stammfunktion von g(z) =
z+a/2

———— zr€eR
@ +ar+b)y "
d
3) Seien a, b € R mit 4b > a? und j € N. Fiihren Sie das Integral /—x durch eine
(x%2 + ax + b)7
d
geeignete Substitution auf das Integral / ﬁ zuriick.

4) Sei j € N mit 7 > 2. Verifizieren Sie die Rekursionsformel

/ dy :2j—3/ dy n 1 Y
W +17 2j-2) (y>+1)771 2 —2(y*+1)71

dz
zt -1

Aufgabe 5 (x) Berechnen Sie /

Hinweis: Partialbruchzerlegung.

Aufgabe 6 (242 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und bestimmen Sie
ihre Summen.

(VD e @) Y1y
n=1 n=1

Aufgabe 7 (2414241 Punkte) Sei & € N. Untersuchen Sie die Reihen auf Konvergenz bzw.
absolute Konvergenz:

© np2 4 00 n 1
m L EET o 3(3)

n=1 n=1
00 1 00 n n2
3) ; log®(2n) (4 ; <n + 1> '

n o
1 h
Aufgabe 8 (x) Fiir n € N sei h,, = g —. Zeigen Sie, daf} die Reihe E 2—2 konvergiert und daf gilt
j=1 n=1

) =1
Y= —mr = —2log(1/2).

n=1 n=1

S

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
8.1.2001, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebédude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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10. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (%) Fiir n € Nund 0 # 2 € R sei f,(z) = sin (-:). Zeigen Sie, daB die Funktionenfolge
fn(z) auf R\ {0} punktweise gegen 0 konvergiert. Ist die Konvergenz auf R\ {0} bzw. auf [1,00)
gleichméaBig?

Aufgabe 2 (5 Punkte) Fiirn € Nund z € Rsei f,(z) = —5——. Zeigen Sie, daf§ die Funktionenreihe
n

2

o
Z fn auf R konvergiert. Ist die Konvergenz auf R gleichméfig? Ist die Grenzfunktion differenzierbar?

n=1

Aufgabe 3 (6 Punkte) Zeigen Sie fiir x € (—1,1) die Gleichung

o0

1+z
Z(n +1)%z" = (lj_ix)?’

n=0

Hinwers: Geometrische Summenformel und Differentiation.

Aufgabe 4 () Sei D C Rund f, : D — R, n € N, so daB die Funktionenfolge {f,}>2, in D
gleichméfig konvergiert und f = ILm fn die Grenzfunktion. Aus der Vorlesung ist bekannt, daf} sich

unter dieser Voraussetzung die Eigenschaft, stetig zu sein von der Funktionenfolge auf die Grenzfunk-
tion vererbt. Untersuchen Sie, ob dies auch mit gleichmdflig stetig bzw. Lipschitz-stetig an Stelle von
stetig gilt, d. h. beweisen oder widerlegen Sie die Aussagen

1) fn gleichmiBig stetig fiir alle n € N == f gleichméBig stetig,
2) fn Lipschitz-stetig fiir alle n € N = f Lipschitz-stetig.

Was kann in 2) tiber die Lipschitz-Konstante von f gesagt werden?

Aufgabe 5 (5 Punkte)

2n+1
1) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe ; )" ;n 1
o0 g2+l
2) Zeigen Sie z:(—l)”2 1= arctan(z) fiir z € (—1,1). Ist die Potenzreihe auf der linken Seite
n
n=0

die Taylorreihe von arctan in 07

Aufgabe 6 (2+2+2 Punkte) Fiir welche z € R konvergieren folgende Potenzreihen 7

1)n+1

OO(— n . 2n2 3.
(1) ;Tx Z\/W (3) 27(x+§).

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
15.1.2001, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebédude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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11. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

® _n

Aufgabe 1 (3 Punkte) Seien z,y € R. Berechnen Sie das Cauchy-Produkt der Reihen Z x_' und
n!

n=0

X . n
E y_' Folgern Sie daraus erneut die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, also e*¥ = e%eY.
n

n=0

Aufgabe 2 (5+2 Punkte) Fiir eine in einer Umgebung von z( beliebig oft differenzierbare Funktion
f definieren wir die formale Taylorsche Reihe

() (g
T(w,z0; f) =Y fT(,O)(l’ — x9)".
n=0 :

Bestimmen Sie fiir folgende Funktionen T'(z, z¢; f) und zeigen Sie, daf in den angegebenen Bereichen

f(z) = T(x, z0; )

gilt.
. 1 1
1) f(z)=(1+2x)* =xy=0, —ig:pgﬁ, a#0,1,2,---.
11—z 1 1
2 = =0, =<z~
) 1) =1L w0, S <ws<,

Aufgabe 3 (x) Zeigen Sie:

(0]
1
1) Das uneigentliche Integral / —pda; (a > 0) konvergiert fiir p > 1 und divergiert fiir p < 1.
T
a

b
1
2) Das uneigentliche Integral / de konvergiert fiir ¢ < 1 und divergiert fiir ¢ > 1.
o (—a

Aufgabe 4 (2+2+2+4 Punkte) Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale

00 1/e
S S
o Z2 2042 o xlog”z
2 o]
d 1
3) / = 4) / 08() 1.
0o V4 —z2 o 1+ x?
Aufgabe 5 (2+2 Punkte) Welches der folgenden uneigentlichen Integrale konvergiert?

1 o0
1
1) / sin —dz, 2) / T _dr.
0 T oo L+ 2?

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
22.1.2001, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebiude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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12. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (4 Punkte) Beweisen Sie mit vollstindiger Induktion, daf fiir alle n € N gilt:

"1
;EZ\/E

Aufgabe 2 (5 Punkte) Die Folge {a,}22, sei rekursiv definiert durch

1
a
n—+1

a1 =2 und apy; = n, N €N

Untersuchen Sie die Folge {a,}72, auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenfalls ihren Grenzwert.

1

Aufgabe 3 (5 Punkte) Berechnen Sie li%1+ (cos x)z_2
T—

1 N 1
CVi—z o+ 4

Aufgabe 4 (6 Punkte) Gegeben sei die Funktion f : (—4, 4) — R mit f(z)
z € (-4, 4).

(a) Bestimmen Sie lim f(z) und lim f(x).
T——44 T—4—

(b) Bestimmen Sie die Monotonieintervalle von f.
(c) Bestimmen Sie die Extrema von f.

(d) Geben Sie eine grobe Skizze von f an.

Aufgabe 5 (5 Punkte) Zeigen Sie mit Hilfe der Differentialrechnung

1-2z T in(22) ||<1
= — —arcsin —.
1+2¢ 2 Moot nsg

2 arctan

2
$€2x

1
Aufgabe 6 (5 Punkte) Berechnen Sie / ——dz.
0 2 4 3e*

nn
2nn!

o0
Aufgabe 7 (5 Punkte) Untersuchen Sie die Reihe Z auf Konvergenz.
n=1

Aufgabe 8 (5 Punkte) Fiir welche z € R konvergiert die Potenzreihe

® _1\yn-1
Z ( 171 (x —e)"
n=1

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
29.1.2001, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebiude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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13. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (x) Zeigen Sie

0 F<l>:‘/7_r‘ o) F<2k+1>:1-3-5---(2k—1)ﬁ’ -
2 2 2k
Aufgabe 2 (142 Punkte) Zeigen Sie:
_on 3.5 (2n 1) = L)
(1) 2-4-6---2n=2"T(n+ 1). 2) 1-3-5---(2n 1)_2”*1F(n)

Aufgabe 3 (2+2+2 Punkte) Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen den maximalen Definitions-
bereich D(f) und geben Sie eine Skizze von D(f) an.

1) f(@,y) = log(y* — 2z + 1). 2) f(@,y) = log(y — z) + \/%Ty?
3) f(nyJZ) ! +\/R2_‘T2_y2_227 R>r>0.

B \/x2+y2+z2—r2

Aufgabe 4 (2+2 Punkte) Bestimmen Sie folgende Grenzwerte:

O A Aty 2  lim  SnEy)
(z)>(00) Ty (z)>(20) Y

Aufgabe 5 (3+2 Punkte) Untersuchen Sie die folgenden Funktionen auf Stetigkeit im Nullpunkt.

L () £ 0,0) P (o) £ 0,0)
() Sy = @y TTTIT gy ey = {at ey 0T
O @y =00 0, () =(0,0).

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
5.2.2001, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebédude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!
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14. Ubung zur Vorlesung ,,Analysis fiir Informatiker*

Aufgabe 1 (2434242 Punkte) Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionen den maximalen
Definitionsbereich D(f) und die partiellen Ableitungen erster Ordnung nach allen auftretenden Varia-
blen im Innern von D(f). Geben Sie auch den Gradienten grad f an.

1) f(x,y) = x3 — 2:132y2 +4xy3 +y4 + 10. 2) f(x7y7z) = "
Nz
r—1Y T,
3 e 4 )= B
) f(z,y) NCEST ) f(z,y) AL

Aufgabe 2 (2+2+2+2 Punkte) Sei f : R? — R mit

2,2

T’y
f(x,y) — .’L‘4 +y27 (xay) 75 (070)7

0, (z,y) = (0,0).

Zeigen Sie: f ist an der Stelle (0,0) stetig.

1)
2) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen %(0, 0), 2—5(0, 0).

3) Berechnen Sie an der Stelle (0,0) alle Richtungsableitungen Dy, f(z,y).
4) Ist f an der Stelle (0,0) differenzierbar?

Aufgabe 3 (2 Punkte) Sei f: R2 — R? mit f(z,y) = (2 — 2y, —22 + 2y)!. Berechnen Sie die
Ableitung f'(z,y).

Aufgabe 4 (*) Bestimmen Sie fiir die Fliche z = f(z,y) die Gleichung der Tangentialfliche im Punkt
Py = (20, Yo, f (20, Y0))-

1) f(z,y) =3z +y? + 22y — 62 + 2y + 3, (z0,50) = (2,1).

2) f(z,y) = 22% +5y? — 4oy + 4z — 10y + 14, (w9,70) = (1,1).

Die mit einem (x) versehenen Aufgaben sind Zusatzaufgaben. Abgabe der Pflichtaufgaben bis Montag,
12.2.2001, 11 : 00 Uhr (in den Kasten vor Raum 102, Hauptgebédude). Ubungen bitte mit Namen,
Matrikelnummern und Diskussionsgruppe versehen!



