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e Die Ubungen sollen in Gruppen von zwei bis drei Personen bearbeitet werden.

e Schreiben Sie die Namen jedes Gruppenmitglieds sowie alle Matrikelnummern auf
die abgegebenen Losungen.

e Schreiben Sie die Namen jedes Gruppenmitglieds sowie alle Matrikelnummern auch
in die Quellcode-Dateien.

e Geben Sie Thre Losungen am Anfang der Globaliibung, montags, 14:00 Uhr, ab.
e Schicken Sie den jeweiligen Quellcode bitte per E-Mail direkt an Thre/n Tutor/in.

e Geben Sie aulerdem den ausgedruckten Quellcode zusammen mit den schriftlichen
Losungen ab.

e Zu spat abgegebene Losungen werden nicht bewertet.

e Sofern nicht anders gefordert, miissen alle Losungen und Zwischenschritte kommen-
tiert werden.
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Aufgabe 1 (Hashing [10 Punkte])

(a)

Gite von Hash-Funktionen

Betrachten Sie die folgenden Funktionen, die ein Wort s = a4 ...a, auf einen
Hash-Wert zwischen 0 und m abbilden. Dabei sind die a; als ASCII-Werte
gegeben, also 0 < a; < 127 fiir alle 1.

e hi(s)=n modm

o hy(s)=(>p_,ax) modm

o h3(s)=(>_ k-a}) modm

o hy(s) = ((hgooa(s)P~' mod p) mod m)

wobel hgooq(s) eine Hash-Funktion ist, die alle wichtigen an eine Hash-Funktion
gestellten Eigenschaften (einfache Berechenbarkeit, Surjektivitdat und Streuung)
erfiillt und p eine Primzahl ist. Erldutern Sie, inwiefern die Funktionen h; (1 <
i < 4) die drei genannten Eigenschaften einer guten Hash-Funktion erfiillen.
[3 Punkte]

Hinweis: Wenn Sie sich nicht sicher sind, wie sich die Hash-Funktionen ver-
halten, st es ratsam, sie auf ein paar Beispiel-Worter anzuwenden. Fir die
werte Hash-Funktion konnen Sie dabei beispielsweise die drev anderen Hash-
Funktionen anstelle von hgoq verwenden. Dies dient jedoch lediglich Ihrer In-
tuition und ist fur die Bearbeitung dieser Aufgabe nicht zwingend erforderlich.

Einfaches Hashing
Gegeben sei eine Hash-Tabelle der Grofle 19 und die folgenden beiden Hash-
Funktionen iiber der Universalmenge U = {0,...,99}:

e hi(x) = Quersumme von x

e hy(x) =2 mod 19

1. Fiigen Sie die Werte 12,99, 21, 76, 23, 30 sowohl mit h; als auch hs mittels

(i) Hashing mit Verkettung
(ii) Hashing mit linearem Sondieren

in jeweils eine Tabelle ein (es sind also 4 Tabellen zu erstellen). Geben Sie
die nicht-leeren Teile der Tabellen nach jedem Einfiigeschritt an. [3 Punkte]

2. Loschen Sie anschliefend nacheinander die Werte 21, 12 und 76 aus allen
Tabellen aus dem vorigen Aufgabenteil. Geben Sie die nicht-leeren Teile
der Tabellen nach jedem Loschschritt an. Erlautern Sie, welches Vorgehen
dafiir jeweils notig ist. [3 Punkte]

3. Suchen Sie in den Tabellen, die aus der letzten Teilaufgabe (nach dem
Loschen) resultierten, nach dem Wert 12. Erlautern Sie, welches Vorgehen
dafiir jeweils notig ist. [1 Punkt]
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Doppeltes Hashing

Diese Aufgabe ist aus der regquliren Wertung genommen worden. Sie konnen
jedoch durch die korrekte Losung dieser Aufgabe Bonuspunkte erhalten. Die
Bonuspunkte werden zu Ihren reqularen Punkten addiert, als wirden sie zu einer
requldren Aufgabe gehoren.

In der Vorlesung haben Sie unter anderem auch doppeltes Hashing kennen gel-
ernt, bei dem eine zusétzliche Hash-Funktion verwendet wird, um Sondierungss-
chritte durchzufiithren. In dieser Teilaufgabe sollen Sie dieses Verfahren und
eine Variante davon implementieren. Dazu sollen Sie den von uns bereit ge-
stellten Code vervollstandigen. Letzterer enthalt drei Klassen. Die Datei
MainClass. java enthalt die Hauptklasse, die zum Testen genutzt werden kann
und nicht modifiziert werden soll. Ebenso soll die Datei Hash. java nicht mod-
ifiziert werden. Diese stellt eine einfache Datenstruktur fiir Hash-Werte mit
einer zusatzlichen Markierung bereit, um angeben zu konnen, ob ein Hash-
Eintrag frei (free), belegt (used) oder entfernt worden (deleted) ist. In der
Datei Hashing. java soll von Thnen die Methode insert2 vervollstandigt wer-
den. Die Methode insert1 implementiert bereits eine Einfiige-Operation nach
doppeltem Hashing mit der Sondierungs-Funktion h(k, i) = (hq(k)+ixha(k,m))
mod m, wobei hy; und hy Hash-Funktionen sind und h, sicherstellt, dass der re-
sultierende Wert teilerfremd zu m ist. Die von Thnen zu vervollstandigende
Methode soll im Gegensatz dazu bei einer Kollision die nachste Sondierungspo-
sition sowohl fiir das neu einzufiigende als auch fiir das bereits enthaltene El-
ement an der Kollisionsposition berechnen. Sollte das alte Element an seiner
neuen Position ohne weitere Sondierungen einzufiigen sein, wahrend das neue
Element weitere Sondierungen bendtigen wiirde, wird das alte Element an seine
neue Position verschoben und das neue Element an der urspriinglichen Posi-
tion des alten Elementes eingefiigt. Ansonsten wird rekursiv versucht, das neue
Element an der nachsten Sondierungsposition einzufiigen.

Etwas formaler ausgedriickt funktioniert die von Thnen zu implementierende
Hashing-Variante fiir ein Element k; im ¢-ten Sondierungsschritt wie folgt:

o Ist h(ky,i) frei, so fiige k1 an dieser Position ein.

o Ist h(ky,i) belegt mit einem Element ks, h(ki,i + 1) ebenfalls belegt, ko
wurde mit j Sondierungsschritten eingefiigt (d.h. h(ky,7) = h(ks,j)) und
h(ks,j + 1) ist frei, so fiige ko an der Position h(ko,j + 1) ein und k; an
der bisherigen Position von k.

e Ansonsten fahre mit der Sondierung fiir k; und ¢ + 1 fort.

Die von Thnen zu erganzenden Teile sind im Code durch Kommentare markiert.
[2 Bonuspunkte|

Experimenteller Vergleich
Diese Aufgabe ist aus der regquldiren Wertung genommen worden. Sie konnen
jedoch durch die korrekte Losung dieser Aufgabe Bonuspunkte erhalten. Die
Bonuspunkte werden zu Ihren reqularen Punkten addiert, als wirden sie zu einer
requldren Aufgabe gehoren.

Die Testklasse gibt flir das bereits vorgegebene und das von Thnen erginzte
Hash-Verfahren aus, wie viele Kollisionen beim Einfiigen von 500000 zufallig
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gewahlten Elementen in eine anfangs leere Hash-Tabelle der Grofie 1000000
entstehen. Messen Sie einige Male die Kollisionszahlen und erklaren Sie den
gemessenen Unterschied. [1 Bonuspunkt]

Losungsvorschlag

(a) Giite von Hash-Funktionen

hy ist zwar in konstanter Zeit pro Eingabewort (bei entsprechender Datenspe-
icherung) berechenbar, kann jedoch nur dann surjektiv sein, wenn die Eingabeworter
sehr lang sind und m sehr klein ist. Auflerdem gewahrleistet sie eine Gle-
ichverteilung der Indizes nur bei Gleichverteilung der Eingabeldnge. Werden
beispielsweise sehr unterschiedliche Worter mit gleicher Lange eingefiigt, so wer-
den diese alle auf denselben Index abgebildet. Dariiberhinaus werden ahnliche
Schliissel auf einen ziemlich engen Index-Bereich abgebildet.

hsy ist in linearer Zeit aus der Eingabe berechenbar. Da der maximale Hash-
Wert eines Wortes n - 127 betragt, darf auch hier m nicht viel grofler als n sein,
um Surjektivitat zu erreichen. Sie ist auch nur dann gleichverteilend, wenn
starke Bedingungen an die Eingabe gekniipft werden. Wie schon bei h; wer-
den ahnliche Worter auf einen engen Index-Bereich abgebildet. Beispielsweise
werden alle Permutationen eines Wortes auf denselben Wert abgebildet.

h3 behebt in gewisser Weise einige Schwachstellen von hy bei gleichbleibender
asymptotischer Komplexitat der Berechnung. Durch den zusatzlichen Vorfak-
tor und die Quadrierung sind groflere Hash-Werte moglich als zuvor und auch
Permutationen werden jetzt nicht mehr (per se) auf denselben Wert abgebildet.
Ein Nachteil bleibt, dass Surjektivitdat nur dann erreicht wird, wenn m und n
nicht zu weit auseinander liegen und tendenziell kiirzere Worter auf kleinere
Hash-Werte abgebildet werden.

h4 benutzt zwar eine eingebettete, gute Hash-Funktion, ist aber aus arithmetis-
chen Griinden eine schlechte Wahl, da aus Fermats kleinem Satz folgt

sonst

1 h ist nicht durch p teilb
ha(z) = {0 good() 1st nicht durch p teilbar

hy trifft also nur zwei mogliche Werte, unabhangig davon wie gut hgy.q oder p
gewahlt wurden.

(b) Einfaches Hashing

1. (i) 12 einfligen:
hl h2

3 [ 12 [12]

99 einfiigen:
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(i)
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3 2 |21

4 121 4
18 12 |12

76 einfiigen:

3 |12] 0 |76]
4 |21] 2 |21
13 [76] 4 [99]

[12]

18 12 |12

23 einfiigen:

3 [12] 0 [76]
4 [21] 2 [21]
5 4 [99]
13 |76 5
18 [99] 12 |12]

30 einfligen:
3 |1 0
4 2
5 |2 4 [99]
6 |30 5
13 |76 11 130
18

(]
||| DN

2. Beim Hashing mit Verkettung muss das Element in der jeweiligen Liste
gesucht, dann geloscht und anschliefend noch gegebenenfalls Zeiger berichtigt
werden.

Beim Hashing mit linearem Sondieren wird jeweils zuerst in dem ”Fach”
gesucht, das mit dem Hashwert assoziiert ist. Enthalt dieses das gesuchte
Element, so kann es durch del ersetzt werden. Enthéalt es jedoch nicht
das Element sondern del oder einen anderen Wert, so muss die Suche mit
linearem Sondieren fortgesetzt werden.

21 16schen:
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h ho
0
@ 5 |
13 11
18 12
3 0
4 | del 2 |del
5 |
(ii) 6 .
13 11
18 12
12 16schen:
hy ha
3
(i 0
13 '
18 11
3 0
4 2 | del
5 4
(ii) 6 .
13 11
18 12 |del
76 1oschen:
hy hy
3
0 i
18 11
3 0
4 |del 2 |del
s i
(ii) 6 .
13 | del 11
18 12

3. Beim Hashing mit Verkettung muss die Liste der Werte, die mit dem Hash-
wert von 12 assoziiert ist, durchlaufen werden. In diesem Beispiel wird in
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(c)

(d)

der ersten Tabelle die Liste mit dem Element 30 durchlaufen, bevor fest-
gestellt wird, dass sich die 12 nicht in der Tabelle befindet. Bei der zweiten
Tabelle wird dies sofort festgestellt, da die entsprechende Liste leer ist.

Beim Hashing mit linearem Sondieren wird jeweils zuerst in dem ”Fach”
gesucht, das mit dem Hashwert von 12 assoziiert ist. In diesem Beispiel
enthalten jedoch beide nicht das Element 12 sondern del. Daher muss
die Suche mit linearem Sondieren fortgesetzt werden. Dies gilt auch fiir
den Fall, dass an einem Element nicht del sondern ein anderer Eintrag
steht. Es wird dann nach 4 (fiir hy) bzw. 1 (fur he) Sondierungsschritt(en)
festgestellt, dass sich die 12 nicht in der Tabelle befindet.

Doppeltes Hashing
Siehe Quellcode.

Experimenteller Vergleich

Das alternative Verfahren fiihrt zu weniger Kollisionen. Dies liegt daran, dass
lange Kollisionsketten manchmal dadurch vermieden werden kénnen, dass bere-
its in der Tabelle vorhandene Elemente auf freie Positionen verschoben werden
konnen. Kiirzere Kollisionsketten verringern auch die Kollisionswahrschein-
lichkeiten fiir spatere Einfiige-Operationen.

Aufgabe 2 (Selektion [10 Punkte])

Gegeben sei eine Folge von n unsortierten Integer-Zahlen.

(a)

Entwerfen Sie einen Algorithmus, welcher das kleinste Element der Folge mit
n — 1 Vergleichen findet. Vergleiche, welche nicht die Folgenelemente selbst be-
treffen, z. B. Vergleiche zwischen den Folgenindizes, werden nicht dazugezahlt.
AuBerdem soll jedes einzelne Element maximal [log, n| mal verglichen werden.
Zeigen Sie, dass Ihr Algorithmus hochstens die geforderte Anzahl von Vergle-
ichen benétigt. [6 Punkte]

Erweitern Sie das Verfahren so, dass es das zweitkleinste Element von n Ele-
menten im Worst-Case mit n + [log, n| — 2 Vergleichen bestimmt. Zeigen Sie,
dass Thr Algorithmus hochstens die geforderte Anzahl von Vergleichen benétigt.
Wenden Sie Thr Verfahren auf die Elemente

10,5,3,2,8,7,1,6,9
an. Stellen Sie dabei die notwendigen Schritte in geeigneter Form dar. [2 Punkte]

In der Vorlesung haben Sie den Algorithmus PartitionSelect kennengelernt
mit welchem sich das k-kleinste Element einer Folge finden lasst. Wahrend
dieser Algorithmus im Average-case O(n) Operationen benétigt, ist dessen Kom-
plexitat Im Worst-case O(n?). Beschreiben Sie eine Erweiterung des Algo-
rithmus, welcher auch eine Worst-case Komplexitét von O(n) garantiert. Sie
brauchen die Worst-case Komplexitat von O(n) nicht zu beweisen. [2 Punkte]

Losungsvorschlag
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(a) Finde kleinstes Element in Folge mit n Elementen:
Teile wie beim Merge Sort die Folge in zwei Partitionen uns bestimme rekursiv
die Minima beider Partitionen. Das Minimum der Gesamtfolge ist dann das
Minima der beiden Teilminima.

Algorithmus:

function PARTITIONMIN(A[L..7])
if r > [ then
m+ 1+ |5
my < PartitionMin(All..m])
m, < PartitionMin(A[lm + 1..r])
if m; < m, then
return m;
else
return m,
end if
else
return A[l]
end if
end function

Um die maximale Anzahl von Vergleichen zu ermitteln stellen wir eine Rekur-
sionsgleichung fiir die Anzahl der Vergleiche auf:

T(1) =0

T(n)=2T(n/2)+1
=212T(n/4)+ 1] +1
=4T(n/4)+2+1

logy n—1
2 7
1=0

=n-—1

Fir die Anzahl der Vergleiche eines einzelnen Elements lasst sich eine der beiden
Partitionen vernachlassigen, da sich das Element nur in einer Partition befinden
kann:

T(1)=0
T(n)=T(n/2)+1
= [T(n/4) + 1] + 1
— 4T (n/4) +1+1

= logyn
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Ist n keine Zweierpotenz, ist die Anzahl der Vergleiche eines einzelnen Elements
also durch [log, n| nach oben beschrinkt.

Das zweitkleinste Element der Gesamtfolge muss sich unter den direkten Ver-
lieren der Vergleiche mit dem kleinsten Element der Gesamtfolge befinden. Spe-
iche also fiir das Minimum samtliche direkten Verlierer. Dies sind nach Teilauf-
gabe (a) maximal [log, n] Elemente, unter welchen sich das Minimum mit max-
imal [log, n] — 1 Vergleichen finden ldsst. Damit ist also die Gesamtanzahl der
benotigten Vergleiche n — 1+ [logyn] — 1 =n+ [log,n| — 2.

TODO

Der Worst-case tritt beim PartitionSelect Algorithmus dann auf, wenn als
Pivotelement immer das kleinste oder grofite Element der Folge gewahlt wird.
Um dies zu verhindern, muss also in Linearzeit sichergestellt werden, dass stets
ein gewisser Prozentsatz des Array nach der Partitionierung abgespaltet werden
kann. Wahle daher den Median der Mediane als Pivotelement.



