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Eine Diskussion zur Vorlesung

bietet Herr Esser donnerstags, 15:15-16:00 Uhr, im Hérsaal 1 an.

Ubungsaufgaben

e Die Ubungsbliitter werden donnerstags nach der Vorlesung verteilt.
o Sie sind innerhalb zwei Wochen schriftlich zu bearbeiten (s. [“Jbungsblatt).
e Die bearbeiteten Aufgaben miissen jeweils bis zum {iberndchsten Donnerstag, 15:00 Uhr,
mit Namen, Matrikelnummer und Gruppenbezeichnung versehen,
in den Kasten vor R 102, eingeworfen werden.
e Gruppenabgabe bis zu drei Personen ist méglich.
e Die Losungen dieser Aufgaben werden dann in der anschlieffend stattfindenden Grofliibung vorgestellt.
In den Kleingruppeniibungen (“Diskussionsstunden”, s.u.), werden die korrigierten Ldsungen zuriickgegeben.
o Fiir Physiker/innen gibt es entsprechend der gréfieren Ubungsstundenzahl (im Vergleich zur Informatik)
zusitzliche Ubungsaufgaben bzw. -blitter.

Diskussionsstunden

Hier wird die Korrektur der abgegebenen Ubungsaufgaben besprochen. Aufierdem dienen die Diskussionsstunden
der Erlauterung und Vertiefung des in der Vorlesung behandelten Stoffs. Es werden folgende Termine angeboten:

Gruppe I1 Gruppe I2 Gruppe I3 Gruppe 14 Gruppe I5 Gruppe I6
Di 10°%-10%% || Di 10°°-11% || Di 13%%-1475 |[ Di 14%-15™ |[ Di 14°°-15% |[ Di 157"-167
R 149 HG R 149 HG Fo 6 Fo 6 R 149 HG R 149 HG

Gruppe P1 Gruppe P2
Di 11%5-1315 || Di 1375-14%
R 149 HG R 149 HG

Die Anmeldeprozedur wird nach der 1. Vorlesung (13.4. bzw. 27.4.) erklart.
Beginn: 18.04 (P), 02.05 (1)




Einen Ubungsschein erhilt, wer

Physik: Informatik:
e mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben e mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben
fiir Physiker/innen erreicht und fiir Informatiker/innen erreicht.
e die Scheinklausur besteht. ¢ Obwohl der Ubungschein zur Diplom-Vorpriifung

nicht verlangt wird, wird die selbststandige
Bearbeitung der Ubungsaufgaben dringend empfohlen.

Klausuren
Scheinklausur (P): 18. Juli 2000.
Vordiplomsklausur (I+P): 1. August 2000.

Skript
H.EssEr & H.TH.JONGEN, Differentialgleichungen und Numerik,

Aachener Beitrdage zur Mathematik, Band 8.
(Erhéltlich in der AUGUSTINUS BUCHHANDLUNG)

Schaukasten

Aktuelle Mitteilungen sowie Anderungen von Terminen, Rdumen etc. werden gegebenenfalls
im Schaukasten von Prof. Esser (gegeniiber R 143-148, HG 1.Stock) ausgehéngt.

Sprechstunden

Henning Esser: Do, 10:00-11:00, R 148.1, Tel. 0241/80-3954
Alexey Shadrin:  Mi, 15:00-16:00, R 144, Tel. 0241/80-7107 E-mail: shadrin@igpm.rwth-aachen.de

Diff. Num. 99-00 im Internet

Ubungsbléitter, Musterlésungen, Mitteilungen uzw. sind unter
http://www.igpm.rwth-aachen.de/shadrin /difnum99-00/u99.html
erhiltlich.

Raume

Aula 1:  Hauptgebdude;
Fo 1: Karman-Auditorium. Hérsaal I;
R 102, R 144, R 148.1, R 149: Hauptgebiude erster Stock;



ITI. Zur Diskussion am 02.05.00 (I4P)

Die Aufgaben mit * sind nur Zusatzaufgaben (wenn genug Zeit ist).

0. Vorwort (bitte sagen)

Es ist vorausgesetzt, dal jede(r) Student(in), der/die mit der Differentialgleichungen
beschifigt ist, keine Probleme mit dem Integrieren der einfachsten Funktionen hat.
Die “einfachsten” Funktionen sind nicht nur

T k

e’, ¥, sinx

sondern auch

1 1 1 T P . 1
5 7 I 5, rhe’, e'sinm,
1 —=x +x cos‘ +x

M7 cos x,

1. Richtungsfeld, Integralkurven, Losungsschar
(eine kurze geometrische Darstellung)

Wir beschéftigen uns nur mit sog. expliziten DGLs

y'=flz.y), (1.1)

wobei f auf einer Menge D der (z,y)-Ebene erklart ist.

Die Funktion y = ¢(z) ist eine Lésung von (1.1) in einem Intervall J, wenn y diffbar
ist und

#(0) = f@,0(2), 2 €,
gilt.

Durch (1.1) wird die Steigung y'(z.) = f(z., y.) der durch den Punkt (z.,y.) ge-
henden Lésungskurve y(z) vorgeschrieben. Man kann diese Steigung durch einen Vektor
darstellen.

Die Gesamtheit aller Elemente der Form (z,y, f(z,y)) ist ein Richtungsfeld.

Die (stetig diffbare) Kurve, die in jedem Punkt (z,y) die gegebene Richtung hat, ist
eine Integralkurve.

Der Graph einer Losung von (1.1) ist eine Integralkurve, aber nicht umgekehrt
(Beispiele s.u.).

Wenn der Anfangswert (zo,y0) gegeben ist, kann man im Prinzip den Graph einer
Losung in einer Umgebung von (zg, yo) rekonstruiren (aber nicht unbedingt eindeutig).



1.1:  Beispiele des Richtungsfeldes bzw. der Losungsschar
ganz kurz, nur die Skizzen (ein paar Skizzen fiir Informatiker),
kein ausfiirlicher Kommentar (der hier fiir die HiWis gegeben ist)

Um Punkte (z,y) zu bestimmen, fiir die der Richtungsvektor eine bestimmte Steigung ¢ hat,

setzt man y' = ¢ und I6st nach y oder z auf.

a) y=%=¢c & y=ecz,

C) yl = 1_}_%7 1.a. yl = f(;c)

d) vy =-2y, ia.y =gy

d.h., (z,y) liegt auf einer Geraden durch den Ursprung mit
Steigung c. Die Integralkurven erhdlt man durch die Bezie-
hung

ar +by =0, (I:J) # (an)

(da die rechte Seite von a) unbestimmt ist). Die
Losungsschar ist dieselbe, auBer der y-Achse.

d.h., (z,y) liegt auf einer Geraden durch den Ursprung mit
Steigung —1/c. Die Integralkurven sind die Kreise

w2 +y? = R%
Die Lésungsschar sind die Funktionen
y=+VvVR?-—z? —-R<z<R.

Das Richtungsfeld ist unabhagig von y. Es ist bekannt, daB
eine der Losungen die (Stamm-) Funktion

o) = [ or

ist. Alle librigen Loésungen erhalt man aus dieser durch Par-
allelverschiebung in y-Richtung, d.h.

7 1
y(m)_/ZOf(t)dt—{—C'_/H—I?dm_arctanm—{—C,

wobei C' eine beliebige Konstante ist. Gilt die Anfangsbedin-
gung y(zo) = yo, muB C geeignet gewahlt werden, und das
Anfangsproblem besitzt in diesem Fall genau eine Losung.

Das Richtungsfeld ist unabhangig von xz. Formale Berech-
nung der Losung:

/
/ Y dm+01:/1dx+02,
9(y)

oder mit der Substitutionsregel

/gc(lz) =rte

Hierdurch wird, falls ¢ # 0, eine Funktion z(y) definiert,
deren Umkehrfunktion y(z) eine Ldsung der DGL darstellt.
Fiir g(y) = —2y ist die L3sungsschar

y = 6—2(:1:—0) _ 016—2:1:.

[}



2. Trennung der Variablen

Die DGL

|aBt sich formal als

Z—i:f(x)g(y) = ( dy z)dez = / dy_/f Yde + C

|6sen. (Der exakte Beweis wird vielleicht in der GroBiibung gegeben.)

A) y(0) =0;
, , .| B) y(0) =-2;
Aufgabe 2.1:  Das AWP ¢ =ua(y* +2y), mit _—
C) y(0) = =
| D) y(0) = £

0) Die trivialen Lésungen:
flz,y)=0Ve = y*+2y=0 = y=0, oder y=-2.
1) Trennung der Variablen:

dy
ey R el e B

d.h.
Inlyl=Inly+2/ =2+ C = In|2|=InCe”
y+2
2) Die Lésungsschar (die allgemeine Losung):
Yy 2 20"
—2 _=(C¢€" ="
y+2 © T 1 —Ce*

(die y = 0 beinhaltet), dazu y = —2.

3) Bestimmung der Konstanten und des Existenzintervalls: Nun folgt

A) y(0) = 0; = ylz) =0, z € R;

B) y(0)=-2 = y(z) = =2, x € R;
2e~! 2e7" 1

C) y(0) = [ _ o1 = ylz)= 1ot ¥ € (=1,1);
2e 27+l

D) y(0) = — = y@)= 17—y @ER



3. Eindeutigkeit und maximale Lésung

) , . y(1) =0
Aufgabe 3.1:  Lésung des AWP's ' = 2¢/|y| mit ( ’
y(1) =1
la) Die triviale Losung ist y = 0.
1b) Trennung der Variablen. Wenn y < 0,
/ dy =[dt = 0>—/y=z—-—a = y=—(r—c), z<ec.

N
Wenn y > 0,

/ﬂ: de = 0<Jy=z—c; = y=(r—c)% x>c

2V

1c) Die allgemeine Losung ist deshalb

—(w—cl)2, T < ¢,
U(T> = 0 c < < ey
(J; — 02)2, < T,

wobei ¢, ¢; auch die Werte oo annehmen konnen.

2A) Fir y(1) = 0 gibt es unendlich viele (lokale) Lésungen vom Typ (1c¢) mit
c <1<e.
2B) Wenn y(1) = 1, dann ist y auf Ry eindeutig bestimmt,
y(z) =2, x>0,

aber das AWP hat auch unendlich viele Losungen vom Typ

—(z —1)?, x < cq;
y(z) = 0 ¢ <z <0
z?, 0 <z,

3) Der Grund ist, daB die rechte Seite f(x,y) := +/|y| lokal (und zwar in y = 0) nicht
Lipschitz-stetig ist.

[.a. wird sowohl die Eindeutigkeit als auch die Existenz der maximalen Losung nur fir
lokal Lipschitz-stetige Funktionen garantiert.



Aufgabe 2.2*: Das AWP ¢ =eVsinz, y(0) = —1In2,

1) Trennung der Variablen:

/e“ydy = /sin:r:dx = —e¥V=—cosz—C,
d.h.
y(z,C) = —In(cosz + C)
ist die Losungsschar der DGL.
2) Bestimmung der Konstanten:

y(0)=—-In2 = C=1 = y(z)=—In(cosz+1).

3) Das Existenzintervall.
Diese Losung existiert in (—m, 7) und ist nicht tiber dieses Intervall hinaus fortsetzbar.



4*. Anhang

Der exakte Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des Anfangswertproblems

y' = f(2)g(y), o =y(zo)

(in einer Umgebung von ) ist der Folgende.

Sei zy € J. Dann gilt
dt = t) dt
/mo 9(y) 20 f0)

[ostae= [ 00

Ist G eine Stammfunktion von 1/g, F eine von f, dann
Gly(z)) - Gly(ro) = F(z) — F(zo).
Da G' =1/g # 0, besitzt GG eine Umkehrfunktion G~!, und

y(z) = G7[F(z) — F(z0) + G(y(zo))]-

Substitutionsregel:

Im allgemeinen ist die Lésungsschar
y(z) = GT'[F(z) + ],

und man kann C durch die Anfangsbedingung bestimmen.



IV. Zur Diskussion am 9. Mai 2000 (I4+P)

Die Aufgaben mit * sind nur Zusatzaufgaben (wenn genug Zeit ist).

1. Homogene DGL

Eine DGL der Form y' = f(y/z),  # 0 heiBt homogen.
Mit dem Ansatz z = y/x erhidlt man eine DGL in z mit getrennten Variablen:

() 1 (/E I By LA

)

Aufgabe 1.1:  Losung des AWPs 3 =2 4 370 4,y >0, y(l) =1.

1) Trennung der Variablen:

f(z):z+31—2 = /3z2dz:/ld:r:
z T
= Z=hjz[+C = z=lnjz[+C

2) Bestimmung der Konstanten:

Z(l) =1 = z=+/Inlz|+1.

3) Resubstitution:
y(z) =2 z(z) =z +/In|z| + 1,

4) Existenzintervall. Die Bedingung =,y > 0 erfordert
nz+1>0 = z>1/e.

Das Existenzintervall (das z = 1 beinhaltet) ist = € (1/e, c0).



/ 2xy

Aufgabe 1.2%. Losungsschar der DGL ¢ = peawr

0) Triviale Losung: y = 0.
1) Fir = # 0 schreiben wir die DGL wie folgt um

T
I+ (y/)?
2) DGL mit getrennten Variablen:
1 1 2z lz-2°
U —_ = - | — — = -
‘ _x[f<z> ?] x[1-|—22 ] 1+ 22

2a) Triviale Losungen sind z — z° = 0, d.h.

z=10 = y =0, (schon gefunden)

z=1 = y=uz,

2b) Trennung der Variablen:

1
/ + 2 (]Z_ln||—|—c

z— 23

Berechnung des Integrals:

/]_Z + 227 dz—/ dz—l—/ 2z sdz =1In|z| - In|l — 22|
(1—2?)

z

1 — 22

Also
= (Cuz.

=lnlz|+InC =

In

1 — 22
3) Resubstitution z = y/z:

y a1 2 2 _
;cz—yQ_C'_% = y +2cy—x"=0.

4) Losungschar:

y=—ctvc+z2? dazu y==xx, y=0.



2. Lineare DGL, Variation der Konstanten

Eine DGL der Form

Y (x) = a(2)y(z) +b(z), y(xo) = w, (2.1)

heiBt lineare DGL.

1) Man I8st zuerst die homogene lineare DGL

Y (z) = a(=)y(z), (2.2)

also
y(z) = Cel *@) = _ die allgemeine Losung. (2.3)

2) Jetzt bestimmt man die Lésung der imhomogenen DGL (2.1) durch die sog. Variation
der Konstanten in (2.3):

y(x) = C(2)el% O = yf (@) = C'(2)el0 O 4 a(2)y(x)
Bestimme C'(z) so, daB
Cl(x)efﬂfo a(t)dt _ b(.fL‘), y(l‘o) -

gelten, z.B.
O(z) = / b(t)e™ oo 2T 4t 4y,

3) Nun folgt, daB
om0 B ] e

die Lésung des Anfangswertproblems (2.1) ist.
Aufgabe 2.0. Lésungvon oy =y+e”, y(0)=0.

1) Losung der homogenen DGL:
Yy =y = y=Cé€".
2) Variation der Konstanten
y=C(z)e" = C'(z)e"=¢" = Cz)==z+Ch.

3) Allgemeine Losung

4) Bestimmung der Konstante.
y(0)=0 = C;=0.

Also, ist die Losung gegeben durch

xr

y(z) = ze”.



Aufgabe 2.1*.  Lésung von ¢y’ =ycosx +sin2z, y(0)=1.

Man kann sofort die Lésung aus der allgemeinen Formel (2.4) entnehmen

T , i
(/ sin 2t e~ f”o cosT dT dt—{—yo) effo cost dt
Lo

xr
(/ sin 2t e_smtdt-l-l> ST,
0

Wenn man sich aber an diese Formel nicht errinnert, geht man alle Schritte durch.

y(z)

1) Losung der homogenen DGL:
y =ycosz = y=Cem"
2a) Variation der Konstanten
C"(:c)esm”c =sin2r = C'(:v) —sin2z e o C(z) = /sinQ:U e~ dy + Oy
2b) Berechnung des Integrals:

fsin?;v e~ ST dy = f?sinxcosx e~ ST oy = stin;v e "M% dsin x

= f?z e ?dz = —2(2 + 1)6_2

z=sinx

= —2(sinz + 1)e” sinz
3) Allgemeine Losung:
y(z) = C’(x)esm = —2(sinz + 1)+ Cesine
4) Bestimmung der Konstante:

y(0)=1 = ¢, =3



Aufgabe 2.2*:  Losung von y'sinz —y=1—cosz, y(§)=m.

0) Umschreibung an eine lineare DGL:

1 1 —cosx 1 €
y' = .y + - = ‘y + tan —.
SIN & sin x Sin & 2

1) Losung der homogenen DGL

tang‘—l—lnc = y:Ctang.

y' = KA Inly| =1n
sin

2) Variation der Konstanten:

C'(:c)tangztan = Clzr)=z+C

T

2
3) Allgemeine Losung:

T

y=(z+ 01)tan§.

4) Bestimmung der Konstante

T m m
y(§>:7T = (tanzzl) = 0125

5) Existenzintervall (das T = % beinhaltet)

—_Tm<r<m



3. Bernoulli-DGI1

Die DGL
Y =a(z)y+b(x)y*, a#0,1,

wird durch den Ansatz z = y'=% auf die lineare DGI
7 = (1—a)[a(z)z + b(2)]

reduziert.
Aufgabe 3.1.  Losung von y' =3y — a2y, y(0) = %

0) Triviale Losung: y = 0.
la) Bernoulli-DGL mit o = 1/3 =  Substitution: z = y*/® (2 > 0)
1b) Lineare DGL:
2l =2z — g:1;, z(0) = l
3 4

2) Losung der homogenen DGL:

4) Variation der Konstanten:

2 2 1 1
C'a)e® = 2o = C'a)=—zae™ = Cla)=ze (o4 3) +er

5) Allgemeine Losung
1 1

z(z) = C(;c)eh = gx + 6 + c1e*®,  wenn z(z) > 0.
6) Bestimmung der Konstante:
1 1
Z(O) = Z = Cc1 = 5
7) Resubstitution
(2) [z(x)]3/2 = [%eh + % + é]B/Q, wenn z(z) > 0;
y(z) =
0, sonst

8) Da 2/(z) = %62“”—{—15 > 0 und z(Fo0) = +o0, existiert es
genau ein z, so dafl

z(xy) = 11—262“”* + %1‘* + % =0
Bemerkung. Ware die Anfangsbedingung
y(zo) = 0, mit einem beliebigen z,

hatten wir unendlich viele Losungen.



Aufgabe 3.1*.  Losung von y' = 3a22(y —y?), y(0)=1/2.

0) Triviale Losungen sind y =0 und y = 1.
1) Bernoulli-DGL mit « =2 = Substitution z =1/y = lineare DGL

2 = =32z + 32%, z(0) = 2.
3) Losung der homogenen DGL

_.3
Z=-32% = z=C(Ce*°

4) Variation der Konstante

3

C'(x)e™™ =327 = Cla)=¢" +0).

5) Allgemeine Losung
z(z) =1+ Cle_mg.

6) Bestimmung der Konstante

7) Resubstitution

~I



V. Zur Diskussion am 16.05.00 (P)

Aufgabe 1: Skalares Fixpunktproblem fiir f(z) = %6.17/2

Aufgabe 1a. Zeigen Sie, daB f im Intervall [0, 1] und im Intervall [4, 5] jeweils genau

einen Fixpunkt besitzt.

A) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir D = [2, 3]
1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
2) f ist selbstabbildend auf [0, 1]:

foy=1% fm=i/e<L <.

= f([0,1]) C [0,1 1
f ist monoton wachsend, d.h. f(0) < f(z) < f(1) ([0,1]) C [0,1]

3) [ ist kontrahierend auf [0,1]:

=  max |f'(z)| < L :=0.42.
0< f'(0) < f(1) = Ve/d=0412 < 1 z€[0,1]

Nach dem Mittelwertsatz gelten dann die folgende Ungleichungen:
1£(2) = F@)] = 11 (©Olle =yl < max | F(E)llz — yl < Ll —y|.

4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat f in [0,1] genau einen Fixpunkt.

B) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir D = [4, 5]:
[ ist keine Selbstabbildung auf [4,5], da f(5) = ¢/2/2 = 6.09 > 5. Trick:

flz) = ex/2/2 =z & x=2In(2z)=:g9(z), z>0.
2) g ist selbstabbildend auf [4, 5], da

g(4) =2In8 = 4.156, ¢(5) = 2In 10 = 4.605
= g([4,5]) C [4,5].

g ist monoton wachsend

3) g ist kontrahierend auf [4, 5]:

"(x) = 2 ist positiv und monoton fallend
gle)=2istp = max |¢'(z)] < L:=0.5.
0<g'(h)<g(4)=1/2 z€[4,5]



4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat g bzw. f in [6,7] genau einen Fixpunkt.

Aufgabe 1b. Welche lterationsvorschrift ist zur Berechnung
des zweiten Fixpunktes geeignet?
Nach obigem ist
Tpyr = 2In(2z,) mit zo € [4,5]
eine geeignete Iterationsfolge (die gegen des Fixpunktes konvergiert).
Aufgabe 1c. 1) Wieviele Schritte ausgehend vom Startwert zo = 0 sind laut a-priori-

Abschatzung hochstens notig, um den ersten Fixpunkt mit einer Genauigkeit
von ¢ = 1072 zu approximieren?

2)  Wieviele Schritte geniigen tatséchlich (berechnen Sie mehrere Iterierte und
wenden Sie die a-posteriori-Abschatzung an)?

1) Die a-priori Abschétzung fiir f(z) = Le®/2 auf [0, 1] lautet

|lz* —z,| < lL_—nL|;v1 — ol mit zg:= 0, z;y = 0.5, L :=0.42
< (0(;1522371 0.5 mit einer Genauigkeit ¢ = 1072
< 1072
Das gibt
(0.42)”3%-10‘2:0.0116 = nZ%:&BT

Also gentigen 6 Schritten.
2) Die a-posteriori Abschatzung ist

y L
2" — 2| < 1_L|xn—xn_1 :
Nach dem folgenden MAPLE-Program
x[1] := 0.;
x[2]:=0.5; x[3] := 0.642
for i from 2 to 6 x[4] := 0.689
while abs(x[i]-x[i-1])*0.42/0.58 > 0.01 x[5] := 0.705
do x[i+1]:=0.5%exp(0.5*x[1]) x[6] := 0.711
od;

geniigen 5 Schritten.

[}



Aufgabe 2: Nichtlineares Gleichungssystem
(¢ —y* +3)
(2* +y* = 1)

DN —

xr = : _ )
111 D:{(ij) |T|7|y|§§}

N | —

y = =
0) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F(z,y):

T T T Fi(x, 1 x? —y? 42
= F wobei F = 1< y) == / !

y Yy Y Fy(z,y)

Uberpriifung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:

1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
2) F ist selbstabbildend, da fiir ||, |y| < ; gilt

(z*+y*—1) <

(DS -
NS
3) Kontraktivitat von F'. Wegen Mittelwertsatz

L:= sup |[F'(z,y)||<1 = F ist kontrahierend.
(zy)€D

o —
Wir haben F'(z,y) = Y .
r oy

Anwendung der /.- oder [;-Norm von F’ hilft aber nicht:

sup |[F'(z,y)|o0 = ( S%ED | F'(z, )|l = 1.
:E7y

(z,y)€D

Wir schitzen die [;-Norm ab:
| F'(z,y)||5 := der groBte Eigenwert von F/ ™™,
Es gilt
e 2 +yt o2t -y |
2? —y? 2?4yt
und
det(F' F™* —XI) = X —2(z* 4+ y*)\ + 42?y?
= (A=22")(A—2y?) = Amax = 2max(z?,y?) < 1,

d.h.

1
Fl(z, =—=L <1
(max [z y)lle = 3

4) Nach dem B. Fixpunktsatz folgt, daB F' auf D genau einen Fixpunkt besitzt.



VI. Zur Diskussion am 16.05.00 (I+P)
Losung des DGL-Systems

4
Aufgabe 1. Das AWP V' = ((1) D Y + (?et), Y (1) = (_0) .

?6 e
N———’ N —’
A F(t)

1. Berechnung von Hauptvektoren fiir A.
la) Berechnung der Eigenwerte:

det(A—)\[):‘l_)\ L

1b) Bestimmung der Eigenvektoren [der Hauptvektoren der Stufe 1].

M=1 = (A—[)m:(g (])) v=0 = 1)1:<(])>.

Es gibt keinen anderen Eigenvektor v5 zu A = 1, so daB die Vektoren {v1,v2}
ein linear unabhingiges System in R? bilden. Deshalb

lc) Bestimmung  der Hauptvektoren der Stufe 2 durch Losung (A — M) vy = vy

[die die Gleichheit (A — AI)%v = 0 erfiillen] [Dann gilt (A=A1)?vy = (A=XI) vy = 0]

aem ()= () = =)

2) Berechnung des Fundamentalsystems und einer Wronski-Matrix

1 0 1 l . toet
vi=e(y)e =e (D) e (p) =< (1) wo=moa= (5 ).
~~ ~—~~ ~~

v1 v2 v1

Fir ein Fundamentalsystem zum DGL-System Y’ (t) = AY (¢) gilt

p=1
t .
Yk = e)‘t Z ?(A — )\I)Jvk,
7j=0
wobei p die Stufe des Hauptvektors vy zum Eigenwert A ist. Daraus folgt

Yi(t) ey, fiur die Hauptvektoren vy der Stufe p = 1;

Yg(t) e)‘t(vg +tvy), fir die Hauptvektoren vy der Stufe p = 2.



3) Spezielle Lésung des Systems (Variation der Konstanten)  (fillt aus, wenn F(t) = 0 ist).

i
Y/ =AY, 4+ F, Yi(te)=0 = Yi(t)=W(t) [ W' (x)F(x) dt.
to ’./(,)

3a) Berechnen von ¢/(t) = W=(¢)F(t) als Losung des Systems W (¢)d'(t) = F(t):

el tel | 2¢! i {1
<0 e’ et/t> = db)= <1/t)'
! t—1
2b) Integrieren:  ¢(t) = / d(z)dr = ( ) :
1 Int

3) Die allgemeine Lésung: Y (¢) = W(t) [c(t) + c} (mit ¢(t) = 0).

4) Bestimmung von c als Losung des Systems W (tg)c = Yy  (fallt aus, wenn Yy = 0 ist).
e € 0 N _ 1
0 e| —e €= -1/
5) Endliches Berechnen von Y(t):
_ _ el tel (t — 1) +1
omwoford = (5 9) (%o
. tet—l—tet(]nt—l) . tetlnt
N e'(Int —1) S \ef(Int—=1))°

[}



5 —4
A

Aufgabe 2a*. Das AWP Y’ = ( 43 ) Y, Y(0)= ( ! ) :

1) Berechnung der Eigenwerte von A:

olet<4_A =3 >:—(4—)\)(4+)\)+15:)\2—1 = M=1 X=-1

(1)
(5)

3) Berechnung des Fundamentalsystems und einer Wronski-Matrix:

w=c¢ (1), wo=(3), wo=(4 30

4) Die allgemeine Losung: Y (t) = W(t)c
5) Bestimmung der Konstante als Losung von W(tg) ¢ = Yy

1 3]1 . 1 3]1 o2
1 5|3 0 2|2 €= 1)

Aufgabe 2b*. Das AWP Y'= (4 _3) Y + ( . ) Y (0) = 0.

2) Bestimmung der Eigenvektoren:

3 =310
A =1 = (5 _5‘0> = v

5 =310
/\2——1 = (5_3‘()) = U2

Tt QO — =

4’) Spezielle Losung des Systems (Variation der Konstanten)

t
Vi AY, 4 F, Yi(te)=0 = Y,(t)=W(t) [ W ()F(x) di.
A

4a’) Berechnen von ¢/(t) = W= (1)F(t) als Losung des Systems W (t)c'(t) = F(t):
el 3e7t| 0 et 3e7t] 0 , —6
et He | 4et = 0 2e | 4e = ()= 2e% )

¢

4b') Integrieren:  ¢(t) = / d(z)dx = <e276t1> :
) _

5') Berechnen von Y(1):

el Je~t —61 —6te! + 3e! — 3e!
vio=winen = (5 20) (%) = (e i),




VII. Zur Diskussion am 23.05.00 (I4+P)

Aufgabe 1: Fund.-System zur DGL n-ter Ordnung

1a) Das charakteristische Polynom zu L(y) = y"” — 5y’ + 6y = 0 ist
M_BA+6=A=3)A=2)=0 = N\ =3, =2
Das Fund.-System ist also S ={e’ e*}.
1b) Das charakteristische Polynom zu L(y) = y"” + 2y’ + y ist
N2 +1=Q0+1)7=0 = M\ =X=-1
Das Fund.-System ist also S ={e " te7"}.
1c) Das charakteristische Polynom zu L(y) = y” + y ist
M41=0 = M=+, d=—i

Das Fund.-System ist also S = {cost,sint}.

1d)* Das charakteristische Polynom zu L(y) = y™ + 2y" +y = 0 ist
M+2X +1=N41)0°=0 = M=X=1i M=N\=—i
Das Fund.-System ist also S = {cost,tcost,sint, tsint}

le)* Das charakteristische Polynom zu L(y) = y" — 2y’ + 2y ist

M_2A42=0 = =14
Das Fund.-System ist also S = {e'cost, e sint}.
Zur Erinnnerung:  az® 4 bzt e=0 = a,= 320w
1f)* Das charakteristische Polynom zu L(y) = gy — " st
M-N=XA=-1)=0 = M=Xl=X=0, M=1

Das Fund.-System ist also S = {1,t,t* ¢}



Aufgabe 2: Das AWP  ¢" —y=-2t, y(0)=¢'(0)=0

(Losung mittels des dquivalenten Systems)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
M—1=Q-DA+1)=0 = N=1, =+l

2a) Ein Fundamentalsystem:  {e’,e™"}
2b) Wronski-Matrix W und die rechte Seite F' des dquivalenten Systems

wo={ < T ), ro={ " ).

el —et —21

Wegen der Nullanfangsbedingungen y(¢g) = 0 braucht
man keine Berechnungen dazu

3) Allgemeine Losung ya(t) = W(t)c

4) Spezielle Losung des Systems: Y;(¢) = W(t)e(t) =W(t) f: W (z)F(z) dz
N —’ 0 e —
Variation der Konst. ()

Variation der Konstante (d.h. die Substitution Y (¢) = W (t)c(¢) im urspriinglichen
DGL-System Y'(t) = AY (t) + F(t)) ergibt:

W) =F(t) = J{t)=W'))F(t) = c(t):/t W (2) F(z) dx

t -1 0 _ t -1 0 t -1
€ € (2)=(1) € € N cl(t) _ €
et —e™t | =2t 0 —2e™"| -2t te!
t t+ De Pt =1
4b) (Partielles) Integrieren: c(t) = / d(z)de = ( ) .
0 (t—1)e' +1
5) Losung der urspringlichen DGL:
(t + l)e_t —1

ys(t) = [Ya(@)li = [W(t) e(t)h = (¢, e7")

(t—1)et +1
= [(t+1)—€]+[t=1)+e]=—e"+ e+ 21
Die spezielle Lésung y; der urspriinglichen DGL ist die 1-ste Komponente der speziellen
Lésung Y; des dquivalenten Systems:
ys(z) := [Yy(2)]1 (= die 1-ste Komponente von Y;(z)), ys(to) = ¥i(to) = 0.

Wegen der Nullanfangsbedingungen des AWP's ist dieses y, die geforderte Losung.

[}



Aufgabe 3: Das AWP  ¢" —y=-2t, y(0)=¢'(0)=0

(Losung durch den Ansatz der speziellen Losung)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
prA) =2 —1=0 = X\ =1, X =-—1.

2a) Ein Fundamentalsystem:  {ef, 7"}
3a) Spezielle Losung des Systems:  yy(t) =at +b

Die rechte Seite f(t) = —2t hat die Form r(t)e)‘t, wobei r(t) = —2t ein Po-
lynom vom Grad 1 ist und A = 0 nicht zu den Nullstellen des char. Polynoms
pr gehdrt. Deshalb hat eine spezielle Losung die Form y, () = q(t)e**, wobei
q(t) ein Polynom vom Grad 140 = 1 ist, also y, (t) = at + b.

3b) Bestimmung der Koeffizienten a, b:

ys(t) = at + b, y'(t)=0
Llys) =yl —y, = —(at+b) =1 =2t = a=2, b=0.

4a) Allgemeine Losung der inhomogenen DGL:
y(t) = ya(t) +ys(t) = cre’ + cze™ + 21,

4b) Bestimmung der Koeffizienten ¢; entspechend den Anfangsbedingungen:

y(t) = cre’ + cae™" 421, y(0) = 0;
y'(t) = cre’ — cpe™ 42, y'(0) = 0;
d.h. Losung des Gleichungssystems:
cg+e; =0
C1 — C2+2 - 0
oder
1 1 0 _ 1 1 0 —1
a0 .
1 —1]-2 0 —2|-2 1

4c) Die Losung des AWP’s ist also

y(t) = —el + et 421



Das AWP 4" + y = 4sint, 0)=4%'(0)=0
Aufgabe 4 y" +y y(0) = y'(0)

(Losung mittels des dquivalenten Systems)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

M41=0 = M=i, l=—i

2a) Ein Fundamentalsystem:  {cost,sint}
2b) Wronski-Matrix W und die rechte Seite F' des dquivalenten Systems

cost sint 0

W(t) = . F(t)= .

—sint cost sin ¢

3) Allgemeine Losung y4(t) = W(t)c
4) Spezielle Losung des Systems: Y (1) = W(t) j:; W=l (z)F(x) dx

4a) Berechnen von ¢/(z) als Losung W(z)d'(z) = F(z):

cost sint 0 (2)-cost+(1)-sint [ €OS1 sint 0
=
—sint cost |4sint 0 cos’t +sint =1 |4sintcost
—4sin’t chos 2t — 2
= c'(t = =
4sintcost K 2sin 21
) ! sin 2t — 2t
4b) Integrieren: c(t) = / d(z)dx = .
0 —cos2t +1

5) Losung der urspringlichen DGL:

) sin 2t — 2t
ys(t) = [Ys(z)i = [W(t)c(t)]s = (cost,sint)
—cos2t +1
= costsin2t —sintcos2t —2tcost +sint = —2t cost + 2sint.

sin(2t—t)=sint



Das AWP 4" 4+ y =4sint, y(0)=14'(0)=0
Aufgabe 5*: sy y(0) = y(0)
(Losung durch den Ansatz der speziellen Losung)

1) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
prA) =X 4+1=0 = M\ =i, X\=—i

2a) Ein Fundamentalsystem:  {cost,sint}

3a) Spezielle Losung des Systems:  ys(t) = t(acost + bsint)

Die rechte Seite f(t) = 4sint hat die Form r(t)%(e)‘t), wobei 7(t) = 4 ein
Polynom vom Grad 0 ist und A = X2 die 1-fache komplexe Nullstelle des
char. Polynoms py, ist. Deshalb hat eine spezielle Lésung die Form

(1) = a(t) [a(e™) + BR(M]
wobei ¢(t) ein Polynom vom Grad 0+ 1 = 1 ist, also
ys(t) = (t +¢)(acost + bsint).
Da L(acost 4 bsint) = 0 ist, kann man nach einer Lésung der Form
ys(t) = t(acost + bsint)

suchen.

3b) Bestimmung der Koeffizienten a, b:
ys(t) = atcost + btsint, y;’(t) = a(—t cost — 2sin t) + b(—t sint + 2 cos t)

L(ys) ==y +ys = —2asint + 2bcost =:4sint = a=-2, b=0.

4a) Allgemeine Lésung der inhomogenen DGL:
y(t) = ya(t) + ys(t) = ¢y cost + cosint — 2t cos L.

4b) Bestimmung der Koeffizienten ¢; entspechend den Anfangsbedingungen:

y(t) = crcost+ casint—2t cost, y(0) = 0;

y'(t) =—cysint + ¢z cost—(2cost — 2t sint), y'(0) ;
1 010 0
o= )
0 1|2 2

4c) Die Losung des AWP’s ist also

y(t) = 2sint — 2L cos L.



VIII. Zur Diskussion am 30.05.00 (I4P)

Aufgabe 1: Euler-Cauchy-Verfahren

"y 4 2y =0
zur DGL { i ryl ey 7
y(1) =y (1) =1
Naherungswerte fiir y(2),y'(2) (mit Schrittweite h = 1).

1) Transformation auf ein System 1. Ordnung;:

Das aquivalente System ist z/(z) = = =: f(z,z(x)).
(<) < y"(x) ) ( 20z9(x) — 221 () ) (z,2(2))

a.) Euler-Cauchy-Verfahren:
L) — () hf(t,, z(”)).

Wir starten bei n = 0, to = 1, h = 1 und setzen 2{®) = z(1):

1 1 2
»(1) :z(0)+hf(t0,z(0)) — T = ,
1 2:1-1-2-1=0 1

2 2
Die Naherungswerte sind also ( y(2) ) =21 = ( ) .

y'(2)

Allgemein (t, =n+1, h =1)

. . . , + 1 1  + 2
L(n+1) _ Z(n)—{—hf(tn,z(”)) _ n + n _ n +
1 2:-m+1)-1=2-(n+1)=0 1

Also gilt fur die Naherung fur y(k)(n)

y(n) ~ A =
‘(n) ~ Y = 1,
y'(n) ~ ‘Z-n-zgn_l)—ngn_l) = 0,

ist, was tatsachlich die exakte Losung ist.



2b. Riickwartiges Euler-Cauchy-Verfahren:
Lnt1) — o (n) hf(tpsr, Z(”+1)>_

Wir starten bei tg = 1, t; = 2, h = 1 und setzen z(0) = z(1) = (1,1)7.

zg) B z%o) h zél) (1 N zgl)
zél) B zgo) Qtlzél) -2 z%l) - 1 22 Zél) -2 Z%l) '
Um 21 zu bestimmen, muB ein Gleichungssystem gelést werden, und zwar
1 —1|2Y (e (1 PR (1 L oLw_ (2
2 -3z 1 0 —1]z —1 1
Allgemein (mit h =1, t,41 = n+2):

Z£n+1? _ Zgn) o zénfl) |
z§"+1) zénJ 2tn+1z§"+1) -2 z%""’l)

Ftng1,2(n+1))

Pro Schritt muB ein Gleichungssystem gel&st werden, und zwar

e
e
n n+1 2n+3 ZE")_zg")
0 —(@n+1) | 2" - 22 2t H
Nun erhalt man

zm);:(l) N zm:(?) N zmz(?’) N zw‘):(”“),
1 1 1 1

d.h. dieselbe N3herung wie mit dem expliziten Euler-Cauchy-Verfahren, die tatsachlich die exakte Ldsung ist.

1 —1
2 —(2n+3)

oder

Bemerkung. Das riickwirtige Euler-Cauchy Verfahren ist im allgemeinen besser als das
explizite Verfahren. DaB} in unserer Aufgabe beide Verfahren diesselbe Naherung geliefert
haben, ist eine Ausnahme.



Aufgabe 2*:

Hier sind

Also haben wir

Fy
ko
ks
k4
so daf
und

Runge-Kutta-Verfahren zur ' =y —t, y(0)=1.

N&herungswert fiir y(1) zur Schrittweite h = 1.

t0:07 y0:]7 hzl? f(thy):y_t

f(to, o) = f(0,1) =1,
[lto+ 5h yo+ zhkr) = f(0+3,1+3) =1,
flto+ %ha Yo + %th) =k =1,
f(to+ h, yo+ hks) =f0+1,1+1) =1,

1
kzgh(k1+2k2+2k3+k4>:1,

y()=p =y +k=

Bemerkung. Die exakte Losung ist y(t) = ¢ + 1.



Aufgabe 3*: Picard-lteration zur y' =y —2z, y(0)=1.

Berechnung einer lokalen Losung.

Die Picard-Iteration lautet
4o() = o Wrsr (2) = o+ / F (1 we(t)) dt.

Hier haben wir
f(t7y>:y_t7 .T():O, y0:1
Nun gilt

yi(z) = y0+/ J(t,yo) dl

z 1
= 1+/(1—t)dt:1—|—:1:——:c2,
0 2
va(z) = wo+ f(t,yn)dt

v 1 1
=1 1——))dl =142 — —2a°
+A< o) trogET
yolz) = Yo+ [ f(t,yn—)dt
n+1

S !
_ = L= o —
+A< it AT

Fiir jedes feste x haben wir
lim Un(T) =14z

n—oo

und nach dem Satz von Picard-Lindelof ist diese Konvergenz in einer Umgebung von xg
gleichmafBig, so dafl
ylz)=1+=

eine lokale Losung des AWP’s ist.



VIII. Zur Diskussion am 06.06.00 (I4P)

Aufgabe 1: Euler-Cauchy-Verfahren

y// +y/ _ myQ — 07

y(0)=1, ¢(0)=2.
Naherungswerte fiir y(5),y'(3) (mit Schrittweite i = 1).

zur nichtlinearen DGL {

1) Transformation auf ein System 1. Ordnung;:

Das aquivalente System ist z'(z) = < j/(x) ) _ ( L zy(x) ) =: f(z,z(x)).

a.) Implizites Euler-Cauchy-Verfahren:

S, oy 1 1 zgl)
2 =20 hf(x, V) = 2 +§ _Z§I)+%(Z1(l))2

Es folgt
20 = 141 20 = 141
{ T { 1) = B4 )
Fir ¢ := 2:1(1) haben wir eine quadratische Gleichung;:
5=§+%§2 & 2-126420=0 & V=2 oder =10
e m_4, 1o (1) m_4,50
2 :§+621 & oz =2 oder z, :§—|-?:18

Aus zwei Moglichkeiten

2 1
Z(l) = s Z(l) = 0
2 18

wihlen wir diejenige, die 2(¥) = (;) am néchsten liegt, also

2
) = |
2

1



b.)* Verbessertes Euler-Cauchy-Verfahren:

ks

ks
2(n+1)

Wir starten bei n =0, 2o =0, h

— f(xn’ Z(n))’
= flz,+ %h, 2" 4 %hkl),
Z(n) + th.

= L1 und setzen 2(® = 2

2

kl —

L) =

Also

Z(l) — Z(O) +

[}

(0) =

(2):

S5~



Aufgabe 2: Losung des Differenzen-AWP's:
Uptg — OUpyo + SUpyy — 4u, =0,

Uy = 2, Uy = 47 Uy = 9.

1) Das zugehorige charakteristische Polynom lautet
p(z) = 23— 522482 —4= (z—])(22—42—|—4) = (z—l)(2—2)2.
Dieses hat

eine einfache Nullstelle bei z; =1 und

eine doppelte Nullstelle bei  z, = 2.

2) Daraus folgt (s. Satz 2.5 der Vorlesung), daf

u’ = {1j ?o=07 ut = {Qj ?o=07 ut = {j Qj_]}?;o

ein Fundamentalsystem bilden.

3) Die allgemeine Losung hat also die Form
u; = 12 ey 20Tt

4) Jetzt bestimmen wir die Konstanten entsprechend der Anfangswerte:
Ug = €1 + ¢y =2,

Uy =c+2c+c3 =4,
Uy = C + 4C2 + 4C3 - 9

Wir haben
1 1 02 1 1 02 11
12 1|4 |—= (2)—(1) 01 1(2 |— 0 1
1 4 419 (3)—(1) 0 3 417 (3) —3-(2) 0 0
und es gilt

Cl = Cp = C3 = 1
5) Also ist die Losung des Differenzen-AWP’s gegeben durch

u, = 142" + n27 1.

—_ = O

— DN DD



X. Zur Diskussion am 20.06.99 (P—+1I).
Newton-Verfahren

Aufgabe 1: Newton-Verfahren.

Niherungslosung der nichtlinearen Gleichung 22 = 5

0) Newton-Verfahren fiir die numerische Berechnung von Nullstellen von f:

Tptl — Ty — f(xn)
f'(xn)
1) Wir haben
x2 =5
flz) = -5 = f(2)=22 = ap4 =ax,— g"c

und nehmen

2) Das MAPLE-program gibt

> x[0] := 3.0; x[1] := x[0]-(x[0]"~2-5)/2/x[0];
z[0] = 3.0
z[1] = 2.333333334

> for 1 from 1 to 10 while abs (x[i]-x[i-1]) > 10~ (-9) do
x[i+1] :=x[i]-(x[i]~2-5)/2/x[i]

od;
x[2] = 2.238095238
z[3] = 2.236068896
x[4] = 2.236067977
x[b] = 2.236067977

Das Newton-Verfahren hat i.a. die Konvergenzordnung 2, was bedeutet, dass bei jedem
Schritt die Anzahl der genauen Stellen verdoppelt wird.



Geometrische Interpretation. Die nachste Naherung z,41 wird be-
stimmt als Nullstelle der Tangente an die Funktion im Punkt f(z,). (Skizze).

Vergleich mit der Banach’schen Iteration. Die Newton'sche lteration
ist eine Banach'sche lteration:

f(z)
f'(=)

Tn1 = G(zn), o(x) =z -

Bemerkung. Das Newton-Verfahren benotigt einen guten Startwert, da es
nur lokal konvergent ist. Z.B. gilt fiir die Funktion

flz) =

z2 . 1
2241 x2 41

1 1
= Tpgp1 = mn—ia&n(a}i%—l) = Eaf:n(l—xi)

fir |zo| < V3 konvergiert die Folge {,} gegen z = 0,
fir |zo] = V3 alterniert die Folge {2, } zwischen +/3;
fir |zo| > /3 divergiert die Folge {z,} gegen = o0

und in diesem Fall kann man z.B. das geddampte Newton-Verfahren benutzen.

[}



Aufgabe 2. Newton-Verfahren.
Naherungslosung des nichtlinearen Gleichungssystems

20— 3y* = -1
mit dem Startwert (1, 1)
a2 —4y? = 1

. . 22° — 3y + 1
1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F(z,y) =
3 — 4y — 1

(n+1) (n)
2) Newton-Verfahren: ( ! ) = ( ! ) - (FI[(J?,y)(n)])_l F[(x,y)(”)],
Y

Y

2a) Aquivalente Formulierung:

(n) (n+1) (n) (n)
, (n) Az (n) x T Az
T,y = T,y ) = -
F'l(@,y)™] Fl(z,y)™]
Ay Y Y Ay

Dadurch wird die Invertierung von F'[(z, y)"] vermieden und pro Schritt nur
ein Gleichungssystem gel6st.

62? —6y

3) Jacobi Matrix: F'(z,y) =
6x —12y*

1. Schritt.
a) Berechnung von F(z9), F'(2°)

0 6 —6
F(1,1) = . F'(1,1) =
—2 6 —12
b) Losung des Gleichungsystems:
6 —6 0 (2)—(1) 6 —6 0 Az 1/3
= = =
6 —12| -2 0 —6|—2 Ay©) 1/3

c¢) Die nichste Ndherung:



2 1

Aufgabe 3*: LR-Zerlegung der Matrix A= | —4 3
14 17
Wir haben
2 1 1 2 1 1

-4 3 21 2)-(1)-(-2) —

14 17 35 (3)—(1)-7
Also gilt

mit

1 00
L=1 -2 10

7T 2 1

Y

R

21 1
=105 4
0 0 20

2 1 1
-2 5 4
7 2 20

Liegt die LR—Zerlegung einer Matrix A vor, so 16st man das System

Az =10

zu gegebener rechter Seite b durch Vorwarts- und Riickwartseinsetzen:

Man lost

und dann

7.B. die Gleichung

16st man folgendermaflen.

1) Vorwartseinsetzen: Ly = b

1 00} 3

-2 1 0] 0 =

72 1113

Az

Ar=b & LRx=b & L Rx =b.
~—

Ly=1b
Rx =y
3
= 0
13
Y1
Y2 =
Ys

Y

durch Vorwartseinsetzen

durch Ruckwartseinsetzen

3
04+2-3=6
13-7-3-2-6=-20



2) Riickwartseinsetzen: Rx =y

21 1 3

05 4| 6 =

0 0 20|-20

SchlieBlich ist

die Losung von

14

17 35

€1

p)

€3

£

)

Z3



XI. Zur Diskussion am 27.07.00 (P41I)

12 4
Aufgabe 1. Anzahl der Losungen von r =

3 6+a 13+
1 2
3 64+«

4 1 2 4
=
1343 0 a|l+4
Fall 1: o # 0. Es ex. genau eine Losung @ = (

42<1+ﬁ>/a)

GauB-Elimination:

(1+08)/a

Fall 2: o =0, 8 # —1. Es ex. keine Losung (der Gleichung 0z = 1 + )

Fall 3: @« =0, 3= —1. Es ex. unendlich viele Losungen

(die die Gleichung x; 4+ 225 = 4 erfiillen):

4-2
T = T, 7€R
v



3 3a 9
Aufgabe 2: Cholesky-Zerlegung von A= | 3a 3a%2+a 10a | ;

9 10a a+ 31

Bestimmung (abhangig von a), wenn A positiv definit ist

LR-Zerlegung:

3 3a 9 3 3a 9 3 3a 9
3a 3a’+a 10a = a a a = a a a
9 10a a + 31 3 a a+4 3 1 4
Also gilt
A=LR=ILDL"
mit
1 0 0 3 3a 9
L=]a 10|, R=DIL"=10 a a |, D = diag (3,a,4)
3 1 1 0 0 4

1) a=0: Aist singuldr (denn det A = det D = 12a = 0 ist)
2) a#0: Aist regulér (denn det A = det D = 12a # 0 ist)
2a) a > 0: A ist positiv definit (da alle Diagonalelemente von D positiv sind)

2b) a < 0: A ist indefinit (da nicht alle Diagonalelemente von D das gleiche Vorzeichen haben)

Wenn eine Matrix A symmetrisch ist und die L R-Zerlegung von A durchfiihrbar ist, gilt

die Zerlegung:
A=LR=1LDIT,

die Cholesky-Zerlegung heiBt. Hier ist D die Diagonalmatrix, die mit den Diagonalele-
menten von R iibereinstimmt. In diesem Fall ist A genau dann positiv (negativ) definit,

wenn alle Diagonalelemente von D positiv (negativ) sind.

Man bekommt die Cholesky-Zerlegung durch die ganz normale L R-Zerlegung. Es gibt
eine Modifikation des L R-Algorithmus, die aufgrund der Symmetrie etwa halb so viele
Operationen braucht, aber dies macht nur Sinn fiir relativ groBe Matrizen. Dies wird

hier nicht weiter vertieft.

Wenn A eine symmetrische positiv definite Matrix ist, dann ist die L R-Zerlegung immer

durchfithrbar, und (mit C := L\/D) gilt die Zerlegung
A=ccT,

die auch Cholesky-Zerlegung heiBt und die hier auch nicht vertieft wird.

[}



3 3 9 3
Aufgabe 3: Losung der Gleichung | 3 4 10 |z = 3

9 10 31 13
(die oben gegebene Matrix A mit a = 1).

Man 16st die Gleichung Az = b als

Ar =L Rx =b = Ly=0b, Rzx=uy.

Wir haben
1 0 0] 3 Y1 3
Ly=b & 1 1 0] 3 = w =101,
31 1113 U3 4
und
33 9|3 —1
Rr=y = 01 110 = z=| —1
0 0 4|4 1



Aufgabe 4* (fiir Physiker). Gegeben seien

2 6 —2 —14
A= 6 21 0|, b= =15
-2 0 16 78

Berechnen Sie die Cholesky-Zerlegung von A und lésen Sie die Gleichung Az = b.

Lésung 4. Wir haben

2 6 —2 2 6 —2 2 6 —2
6 21 0 = 33 6 = 3 3 6
-2 0 16 -1 6 14 -1 2 2
R
Also gilt
A=LDILT
mit
100
D = diag(2,3,2), I = 310
~1 2 1
Man 16st die Gleichung Az = b als
A;chp_g_gzb = Ly=b, L"z=D"y.
Yy
Wir haben
1 0 0|—14 Y1 —14
Ly=b & 31 0/[-15 = v | = —154+3-14=27 |,
-1 2 1] 78 Y3 78 —2.21—-14=10
und
—7
D™y = 9 |,
5
und
1 3 —1|-=7 1
"e=D7"y = o1 2| 9| = =2=] <1
00 1| 5 5



5*. LR-Zerlegung mit Permutationsmatrizen (fiir Physiker)

Aufgabe 5. Gegeben seien

02 3 —3 5
A=113 5|, W= 51, &= 10 [,
2 6 —2 2% 32

Da A regular ist, existiert eine L R-Zerlegung von P A mit einer geeigneten Permutations-
matrix P.

a) Berechnen Sie L, R und P;
b) Losen Sie Az() = b,

Lésung 5.
0 2 3 1 3 5 1 3 5
1 3 5 = 0 2 3 = 0 2 3
2 6 —2 2 6 =2 2 0 —12
Also gilt
PA=LR
mit
010 1 00 1 3 5
P={1001|, L=lo101], R=]102 3
0 01 2 01 0 0 —12
Weiter haben wir
-5 10
=1 _3 |, PP=| 5|,
26 32
und
-5 10
36 12
1 3
R.L(Z) — y(z) = .L(l) — 3 , .L(2) — 4
-3 -1



XII. Zur Diskussion am 4.07.00 (P+I)

Aufgabe 1: Polynominterpolation der Daten

Interpolationsfehler in x = 0
Darstellung nach Lagrange

Darstellung nach Newton (mit der zusatzlichen Stiitzstelle)

1) Interpolationsfehler:

o) — 1@ < Do), v =@ 9@ nE -1,

1)) = |(sin 5P| < (7/6)°, w(0)|=3 = [£(0) - p(0)] < §(r/6)".

2a) Die Lagrangschen Grundpolynome:

s(r) = (z 4+ 1)8(30 - 1)7 () = (z + SEE;E - 1)7 h(2) = (z + 3)8(;10 +1)
2b) Die Lagrange-Form:
3
_ _ (z+1)(z 1) wEt3)@-1)  @+3)(=+1)
pla) = Do Je) = () 4 (T R,
3a) Dividierte Differenzen:
-3 -1
(=1/2)-(=1) _ 1
(-1)—(-3) 4
1] 21 1/2-1/4 _ 1
2 1—(=3) — 16
1/2—(-1/2) _ 1
I—(-1) — 2
o

3b) Die Newton-Form

pe) = =14 (04 3)+ o+ )+ 1)



4a) Dividierte Differenzen mit der zusétzlichen Stiitzstelle 24 = 0:

-3 -1
1
1
1 1
-1 =3 76
1 0-1/16 __ 1
2 0-(=3) — ~ a8
1 .
1 T eeeeeeeesl 0
T0-1/2 _ 1
0—-1 — 2
0 0

4b) Die Newton-Form des neuen Interpolationspolynoms:

@) = pla) ~ (e +3) @+ 1)@~ 1)

| | v | -z]o]z
Aufgabe 3*: Polynominterpolation der Daten ' 2 2
sinz; | —1 ‘ 0 ‘ 1

Interpolationsfehler auf dem Intervall [—7, 7]

Darstellung nach Newton (mit der zusatzlichen Stiitzstelle)

1) Interpolationsfehler:

@)~ 1@ < e 5y 9.

Bestimmung des Maximums von

Wir haben
w’(m)szz—%:O = rp=t+——

Also gilt auf [-7, §] wegen w(£F) =0

wo(@)] < [w(@a)] = |2 — fl = 7o

o]

Da

ist, gilt die Abschitzung

3 3

1
6 123 72v3



2a) Dividierte Differenzen (mit der zusétzlichen Stiitzstelle T):

6
e |
2
T
0 0 0
2 33 __.9
P R R IR =2 o — 258
: 16 _ _ 3
% 1 .......... _ﬁg — _Tr_2
13 _ 3
27 T 2rm
™ 1
6 2
2b) Newton-Form:
_ 2 _ 2
p(z)=—-1+2(z+3) = 72
2¢) Die Newton-Form des neuen Interpolationspolynoms:
2 9 2 25 9
q(z) = 2o — gma(a? = ) = 2o — 5=’
Man kann auch sofort schreiben
2 2
g T 2 g T
z) =p(x)+ex(z® — —)= —z+cx(z* — —
o(@) = p(@) +ea(@? - ) = 2o g ene? - T
und die Konstante ¢ aus die Gleichheit
1
a(§) =3

bestimmen.



XIIT**. Zur Diskussion am 4.07.00 (P+1)

ol
a‘b

D

Aufgabe 1: Approximation der Daten

C

‘ Yi
im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode durch p(z) = m + nx

Fiir welche a, b, ¢ ist die Fehlerquadratsumme minimal?

Seibe R, A€ R™ mit m > n und rang A = n. Die
Normalldsung z. der iiberbestimmten Gleichung

Az = b,
ist die Losung der Normalgleichung
AT Az = AT
Die Normalldsung =, erfiillt die Gleichheit

||[Az« —b||2 = inf |[Az — b||2,
T ER™
d.h. dies ist eine N3herungslsung der Gleichung Az = b
im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode.

3
1) Gesucht ist ein Polynom p(z) = m 4 nz, so daf Z[p(u) — ;]* minimal ist.
=1

1a) Die Koeffizienten m,n werden als Normalldsung des iiberbestimmten Gleichungssystems
p(t;) = y; gefunden, d.h. des Systems

m-n = a, 1 -1 a
m
m = b oder [ 1 @ =1 o
n
m+n = ¢, 1 1 ) — = c
xr
A Y

1b) Man sucht die Normallésung, d.h. die Losung der Gleichung

AT Az = ATy.

Wir haben
0 m at+b+ec
AT Az = = = ATy,
0 2 n c—a
woraus ot b
a c c—a a c c—a
= 3 , 5 = pz)= 3 + 52



2a) Approximationsfehler in den Stiitzstellen:

a c c—a cta 2b—(a+c
p(=1) =y = s me g ebke b Bo(ho
M- s e
- a c b—(a+c
p(1)—ys = ey oo oiphe o ch o o
2b) Fehlerquadratsumme:
3
Z[p(tl) — y;]* = const - [2b — (a + ¢)]*.
=1
2¢) Das Minimum, das = 0 ist, wird fiir b = erreicht
Alternative

2a) Die Fehlerquadratsumme S ist immer > 0.

2b) S=0 < p(ti))=y; < die Punkte (¢;,y;) liegen auf einer Gerade:

b—a _c—b N b_a,-l—c
0—(=1) 1-0 2

Aufgabe 2*:

o |1]3]4
sy [ 2]5]7
die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form f(¢) = 2at + bt* geniigen.

Gegeben seien die MeBwerte

fiir eine GroBe f(t),

Bestimmen Sie die Parameter a, b optimal im Sinne der kleinsten Quadratmethode.

2a+ b=2, 2 1 2
.. a
1) Uberbestimmtes System: 6a+ 9b =5, d.h. 6 9 ( ) = 5
b
T xr H/_/

2) Die Normallgsung, d.h. die Losung der Gleichung AT Az = AT¢:

104 184 90
AT Az — “ = — AT,
184 338 b 159

97 1

S8 "7 A

und es folgt



Aufgabe 3*:

Lo |-3lo)t
TOIEAEE
die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form f(1) = at + bcos 5t + 5 geniigen.

Gegeben seien die MeBwerte

fiir eine GroBe f(t),

Bestimmen Sie die Parameter a, b optimal im Sinne der kleinsten Quadratmethode

mit Hilfe der folgenden ) R-Zerlegung:

1
-3 —7 36 1 T
0 1 [=X%] o V50 V5
Vo 0 &
1 30
—3a+ bcos(—%’r) +5 =25,
1) Uberbestimmtes System: b +5=1,

a+ bcos% +5 =28,

1
-3 -1 0
a
d.h. = 2
b
3

2) Die Normalgleichung AT Az = AT ¢ transformiert sich mittels Q R-Zerlegung von A folgender-
maBen:

]

44TA$ = 44TC = RT QTQ Rm = RTQTC = Rm = QTC
N~
=1

Losung des Systems Rz = QTe¢

VIO =) L (Ve 0 V) 2 _ L[
0 VB0 \ 1 50 3 ; V60 \ 2./50 49
R QT N e’

und es folgt

,_ 2V/50+9

— VT T 97973, a= —0.4714.
6v/2



RHEINISCH-
WESTFALISCHE

T i Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
% B Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 27. April 1. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 11. Mai, 15%

Aufgabe 1: DGL mit getrennten Variablen |y = f(z)g(y)

Loésung. Die allgemeine Losung ist gegeben durch Satz. Sei f(x) und g(y) stetig auf (a,b) bzw. (c,d),

2) = G~V (F(z) + O), und g(y) # 0. Dann ist fir jedes xo € (a,b) und
mit ) () ) Yo € (c,d) das AWP

Flz)= [ f(z)dz, G(y)=[1/g(y)dy /
/ / / / = f(2)g(y), y(zo) =1
G~ := die inverse Funktion von G. v = 19w, vlzo) =w

Fiir die Lésung des AWP’s bestimmt man lokal eindeutig losbar.

C'=G(yo) — F(xo) Bemerkung. Ist f(z,y) =0 firy=C,
aus y(zo) = yo. dann ist y = C eine Losung zu y' = f(z,y).

a.) Existenzintervall.

Losen Sie das AWP

yl — _erZ
mit den folgenden Anfangsbedingungen:
1 1 1
Dy =0 2)y2)=5 3)y@)=-% 4=+
3 5 5
Geben Sie jeweils die (Existenz-) Intervalle an, auf denen die Lésung definiert ist.

b) Eindeutigkeit und maximale Lésung.

1) Finden Sie alle Losungen des AWP’s

y =y  mit A) y(1)=0; B) y(l)=1
2) Bestimmen Sie im zweiten Fall das maximale Intervall, auf dem die Losung eindeutig ist.

3) Was ist der Grund, A) daB im ersten Fall keine eindeutige lokale Losung existiert, und
B) daBl im zweiten Fall es keine eindeutige globale Lésung gibt,
obwohl die lokale Lésung eindeutig ist.

[6]
21:



Aufgabe 2: Reduktion auf eine DGL mit getrennten Variablen

xr

a.) Homogene DGL |y = f (g) — Losung: Substitution z = y/z ~ z' = 1(f(2) — z2).

Lésen Sie die folgende DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

S 1y
y_233+2y y(2)

njw
El

b.) DGL der Form |y’ = f(az + by) — ‘Lésung: Substitution z = arx +by ~ 2/ =a+bf(z). ‘

Lésen Sie die folgende DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

y = (z—y)% y(0)=0.

pr+qy+r

c.) DGL der Form |y’ = f <a$+by+0>

Losung: 1) det (*%)Y =0 ~ o = g(az + by) (DGL von b.
g ) Y g Y

P
2) det (;2) #0 ~  eser. eine Lisung (x4, ys) von {;;1251228

v Ansatz X = x —a., Y(X) = y(2) — ys
~ Y= f (;igiig) (homogene DGL)

Losen Sie die folgende DGI. und geben Sie das Existenzintervall von y an.

Aufgabe 3: Lineare DGL |y = a(z)y + b(z)

Losung des AWP'’s

1. Lésung der linearen homogenen DGL y' = a(x)y ~ o y(x) = CP(x);

2. Variation der Konstanten [Substitution C = C(z)] ~ C'(z) ( =b(x) ~ C@)=Q1)+¢
3. Allgemeine Lisung ~ o y(x) = [Qx) + ] Px);

4. Bestimmung der Konstanten aus y(xo) = ¥o ~ e =cp.

Losen Sie die folgenden DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

A) y'=-ytanz +cosz, y(0)=0 B) ¥ =-y+z, y(0)=-1. +

Aufgabe 4: Bernoulli-DGL |y/(z) = a(2)y+ b(z)y”, a#1

Losung: Substitution z = y'=* ~ 2/ = (1 —a)a(z)z+ (1 — a)b(z) (lineare DGL) ‘

Bemerkungen: 1) Fiir o > 0 ist y = 0 immer eine Lisung.
2) Die Exiztenzintervalle von y und z kénnen sich vershieden.

Losen Sie die folgenden DGL und geben Sie das Existenzintervall von y an.

; B) y’=%+y2°°°, y)=1, z>0 [6]+]6]

=[50]

Y € 1
A ,— - - q O =] =
) Yy o 23/7 Y > y(g)

W

Abgabe bis Donnerstag, 11. Mai, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



RHEINISCH-
WESTFALISCHE
TECHNISCHE
HOCHSCHULE
AACHEN

Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 11. Mai

2. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker)

bis 25. Mai, 152

Aufgabe 1:

Berechnen der Hauptvektoren

Definition. Seien A € R"*" eine reelle Matriz und
I € R™*"™ die Einheitsmatriz. FEin Vektor v € C",
v # 0, heifit Hauptvektor p-ter Stufe zum Eigenwert
A€ C, wenn

(A= AIPv =0, (A= AP~y £0.
Die FEigenvektoren zu A sind Hauptvektoren 1. Stufe.

aber

Basis von Hauptvektoren. Da jede Matriz A auf
Jordan-Normalform

J=TAT™!

transformiert werden kann und die Einheitsvektoren
des R™ gleichzeitig Hauptvektoren von J sind, stellen
die entsprechenden Hauptvektoren von A eine Basis

des C" dar.

Berechnen Sie Hauptvektoren fiir die Matrix

A=

—_ N =

Aufgabe 2: Lineares DGL-System 3y’ = Ay.

Berechnen der Hauptvektoren.

1) Bestimmung der Figenwerte von A;
2) Bestimmung der Eigenvektoren;

3) Wenn ein X eine Vielfachkeit v > 1 hat, aber
dim[Ker (A - A)] < r
1st, gewinnt man die Hauptvektoren 2. Stufe
zu X durch Lésen von Gleichungen der Form
(A=A)v=w
wobei w ein Hauptvektor 1. Stufe ist (also ein
FEigenvektor) usw.

—_ =

-1

Berechnen eines Fundamentalsystems und einer Wronski-Matrix

Satz. Die n linear unabhdngigen Lésungen yy von
y'(t) = Ay(t).

(d.h. ein Fundamentalsystem ) haben die Form
Yk (t) = eAtka

wobet vy eine Basis des C* durchlduft.

Definition Die zugehérige Matrix

W(t) :== (1), .., yn(t))

heifit Wronski-Matrix.

Hilfssatz. Wenn man die Hauptvektoren von A als
Basis wdhlt, kann yg wie folgt berechnet werden:
—1 47 .
Yk (t) = e’“vk — M Z?:O ‘ty—,(A — /\I)Jvk
wobet vy ein Hauptvektor p-ter Stufe ist.

Beispiel. Ist w ein Figenvektor zu X, dann ist
y(t) = eMw

eine Losung.

Beispiel. Ist v der entsprechende Hauptvektor der
Stufe 2, der wie oben durch Lésen (A — A)v = w
berechnet war, dann ist

y(t) = eM v+t (A - A)v] = eM v+ tw]

etne andere Losung.

Berechnen Sie ein Fundamentalsystem und eine Wronski-Matrix zum linearen DGL-System

y' = Ay.



Aufgabe 3: Homogenes lineares DGL-System 3’ = Ay, y(to) = yo

Die allgemeine Losung des DGL-Systems y' = Ay ist| | Um eine Losung ya(t) = W(t)c des AWP’s
gegeben durch v = Ay, y(to) = wo

y(t) = W(t)e = ZZ=1 kY (t) zu finden, bestimmt man ¢ durch Lésen des linearen
wober W (t) ein Wronski-Matriz ist. Gleichungssystems W (tg)e = yq.
Lésen Sie das AWP
-1
y'=Ay, y(0)= 0.
-1

Aufgabe 4: Inhomogenes lineares DGL-System y'(¢t) = Ay(t) + F(t), y(to) =0
Variation der Konstanten

Eine spezielle Losung ys(t) des DGL-Systems
y (1) = Ay(t) + F(t), mit ys(to) =0,
bekommt man mit der Substitution ¢ = c(t) in die allgemeine Lé'sung, d.h. ys( ) = W(t)c(t). Dann gilt:
Wty (t) .= F(t) = y.(t)=W(t)e(t ft (z) da
()
Man geht die folgende Schritte durch: 1) Berechnen von ¢ ( ) als Losung W(z)' (z) = F(z);

2) Integrieren: c(1 ft
3) Berechnen von ys( )= W(t)c(t)

[.6sen Sie das AWP
0

y' = Ay + | 4€' |, y(0) = 0.
0

Aufgabe 5: Lineares DGL-System y'(t) = Ay(t) + F(t), y(to) = vo

Die Lésung ist gegeben durch y = ya +y,, wobei ys die Losung von y = Ay, y(to) = yo st
ys die Losung von y = Ay+ F, y(te) =0  ist.
Losen Sie das AWP
0 -1
y' = Ay + | 4e! |, y(0) = 0 ].
0 -1

21—5 =

Aufgabe 6: Zusammenfassung

Losung des linearen DGL-Systems y/(t) = Ay(t) + F(t), y(to) = yo
1) Bestimmung der Hauptvektoren
2)  Berechnen des Fundamentalsystems und einer Wronski-Matriz W (t)
3) Allgemeine Liosung y(t) = W(t)c.
Bestimmung von ¢ als Losung des Systems W (tg) co = yo  (féllt aus, wenn yo = 0 ist).
4)  Spezielle Lisung des Systems (Variation der Konstanten) (f'éllt aus, wenn F(t) =0 ist).

y;:A15+F; ys(tO)ZO = ys(t):W(t.) ft )d:r
(@)

5)  Endliches Berechnen von y(t) = ys(t) + ya(t) = W(t) [e(t) + ¢o]

Losen Sie das AWP
r (3 -2 _ t (0

Fortsetzung auf der Seite 3



Beginn auf den Seiten 1-2

Aufgabe 7: Lineare DGL n-ter Ordnung L(y) := y + a,_1y"~Y + ...+ a1y’ + apy = 0

Um ein Fundamentalsystem S zur Diff. Gleichung 1) Sei A; paarweise verschieden. Dann ist
L(y) = Yy fan_1y Y+ ary 4 agy =0 S = {eMt, ... ernt],
zu bestimmen, ldst man die charakteristische Gleichung | |2) Sei Ay =...= A, € R mit p < n. Dann ist
pr(A) (= A" +a, A"+ @A ag = 0. S = {eMt teMt T leMt} U {etreit L eAnt),
3) Sei Ay = a+1b, Ay = a—ib. Dann ist
S = {e*cosht, e sinbt} U {erst ... et}

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Diff. Gleichungen
a) y///_y//_6y/:0’ b) y///_3y//+3y/_y:0’ C) le_Qy/+2y:0. @

Aufgabe 8: Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung L(y) = f(t)

Eine inhomogene Duiff. Gleichung Wenn S = {yr}n_, ein in §7 bestimmtes Fundamen-
Y 4 an_ 1™V 4+ ary +agy = £() talsys_tem au L(y) = 0 st, dann hat etne Wronski-
) Matriz des dquivalenten Systems die Form
l6st man mittels des dquivalenten Systems ) )
Y (e, Yn (T,
Y(t) = AY(t) + F(t) yit) o YLt
mat Wi(t) = . . .
y(t) 0 ‘ : : :
v (1) : RN () NV b ()
Y(t) = : , Ft) = 0 Weiter lduft der Algorithmus wie fiir ein System
ne §83-5
y=1)() £(t) (s-§§3-5)

Losen Sie das AWP
y(1) =y'(1) =0. [6]

Aufgabe 9: Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung der Form L(y) = er(t)

y//_Qy/_l_y:__

Eine inhomogene Diff. Gleichung der Form 1) Wenn pr(A) # 0 ist, wobei pr, das charasterische
Y™ a1y Lt ary + agy = r(t), Polynom 1st, dann gczilt ;
egq =degr
wobet r(t) ein Polynom ist, hat eine spezielle Lésung ] &1 & ]
der Form 2) Wenn X = X\; die k-fache Nullstelle von py ist,
S (1) = eMq(t), dann gilt
be(t) = e™alt) degq = degr + k.

wobei q(t) auch ein Polynom ist.

Die Koeffizienten von q(t) = Zj b;t! kann man aus
der Identitdt

L(eMq(t)) = ()

bestimmen.

Losen Sie das AWP

n

y" — y// . yl +y= 4€t, y(()) =2, y’(()) =1, y"(()) = 6. @

[l
E
S

>

Abgabe bis Donnerstag, 25. Mai, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



RHEINISCH-

TECHNISCHE Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
Rm Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 25. Mai 3. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 8. Juni, 152
Fiir eine numerische Losung einer DGL héher Ord-| | Bei der Anwendung eines (halb-) impliziten Verfah-
nung wendet man ein Runge-Kutta Verfahren (fir die| |rens (wie z.B. der Trapezregel, oder riickwdrts-Euler-
Lésung der DGL erster Ordnung) zum aquivalenten Cauchy) muff man ein (lineares) Gleichungssystem
System an. lésen.

Aufgabe 1: Runge-Kutta-Verfahren
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y' —xy +y =3, y(0)=3, ¥'(0)=2.
Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren
ky :f(mkayk)a kBZf(mk—}'%i% yk+%hk2)7
k2:f(mk+%h7 yk‘l_%hkl)v k4:f($k+h, yk+hk3)7
Yet1 = Uk + sh(ks + 2ka + 2ks + ka)
und der Schrittweite h = 1 eine Approximation von y(1),y'(1). @

Aufgabe 2: Trapezregel
Sei y die Losung der Differentialgleichung

y'(x) = 2%y (2) + 2y’ (z) —Ay(z) +4,  y(0)=1, y'(0)=0, y"(0)=2.
Berechnen Sie mit der Trapezregel
1
k1 = Y+ S @k y) + f(2h41s Y]

und der Schrittweite A = 1 eine Approximation von y(1),y'(1),y"(1). @
Aufgabe 3: Euler-Cauchy-Verfahren
Sei y die Losung der Differentialgleichung
y'(e) =2y(@) —zy'(x),  y(2)=5 ¢ (2)=4
Berechnen Sie mit dem
a.) Euler-Cauchy-Verfahren: yr+1 = yr + hf(2r, yi)

b.) riickwirtigen Euler-Cauchy-Verfahren:  yri1 = yp + A f(2p41, Yrt1)

c.) verbesserten Euler-Cauchy-Verfahren:  ky = f(zg, yi),
ky = f(zk+ 5h,ye + 3hk1)
Yk+1 = Yk + hky

und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(3),y'(3).



Aufgabe 4: Differenzengleichung n-ter Ordnung > 7_,azuji; =0

Um ein Fundamentalsystem zur Differenzengleichung| | Bildet u®, ... u™~! ein Fundamentalsystem, dann ist
S agujas =0, j=0,1 ewne allgemeine Ldsung der homogenen Differenzen-
k=0 J — Y — Yy dy ey

) ) gleichung gegeben durch
zu bestimmen, berechnet man die Nullstellen {);} des el
charakteristischen Polynoms u=) iy G’

p(Z) = ZZ:O CLk.Zk.

Um jetzt das Anfangswertproblem

Seien {X;}i_y, paarweise verschieden mit der Viel-

n .
fachheit n; (so daf y":_, n; = n). Dann ist D oh—oGkujyr = 0, )= 0,1,...,
N il 00 ) u; = v, j=0,...,n—1

{(M $Zos I=0,...,n;=1; i=1,... s, ) ' o '

] ] zu losen, bestimmt man die Koeffizienten c¢; aus den
ein Fundamentalsystem, wobei Anfangsbedingungen

({):0fdrj<l sowie 0771 =0 fiir j <1
zu setzen ist.
a.) Bestimmen Sie die Ldsung zu
Ujyg — dujp + 6u; =0, ug = up = 1;

b.) Bestimmen Sie die Lésung zu
Ujrq — YUjy3 + 30u;40 — 44u;q + 24u; = 0, =10, u=-1, u,=-2, uz=1.

Hinweis. z = 2 und z = 3 sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Y. =[36]

Abgabe bis Donnerstag, 8. Juni, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



RHEINISCH-
WESTFALISCHE

T i Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
% B Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 8. Juni 4. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 23. Juni, 8%

Aufgabe 1: Gedampftes und ungedampftes Newton-Verfahren

Fiir eine Ndherungsberechnung von Nullstellen einer| |Bemerkung. Das Newton-Verfahren bendtigt einen
reellen Funktion f benutzt man guten Startwert xq, da es nur lokal konvergent ist.
1) das (ungedampfte) Newton-Verfahren:

‘ Y » Bemerkung. Die Newton’sche Iterationsfolge ist ei-
Thyt = ok = flzn)/ f(2) ne Banach’sche Iterationsfolge:
2) das geddmpfte Newton-Verfahren: ()
, mn‘l‘l = ¢(TTL)) ¢(T) == f/( ))
de = —f(zx)/ [ (zx), K
ro= min{i € Ny |f(zx + ovdi)| < |f(zx)|} | | d.h. eine Nullstelle von f ist ein Fizpunkt von ¢.
Tk4+1 = Tk + 21_rdk"

Fiihren Sie jeweils fiinf Iterationsschritte zur Approximation einer Nullstelle der Funktion

flz) =

241
ac—}—2

aus und vergleichen Sie das Ergebnis mit der exakten Ldsung:
a.) mit den Startwerten 2y = 2 bzw. 2o = 2.1 und dem (ungedimpften) Newton-Verfahren
b.) sowie mit dem Startwert zo = 3 und dem gedampften Newton-Verfahren.

Aufgabe 2: Newton-Verfahren fiir ein Gleichungssystem

Fiir eine Ndherungslésung des Gleichungssystems Eine dquivalente Formulierung ist
{ Sile,y) =0 A (™)
folar9) = 0 e (a2) =Pl

berechnet man die Nullstellen von

) ) (-0 -6

nach dem Newton-Verfahren:

@ o = (;) " (F’[(:e,y)(n)])‘1 F[(z, y)™].

Dadurch wird die Invertierung von F'[(z, y)™] vermie-
den und pro Schritt nur ein Gleichungssystem geldst.

Fiihren Sie zwei Schritte des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (0, —1) aus, um eine Losung des
nichtlinearen Gleichungssystems

8 5 1, _1
30T T T o
1

92 2 _ -
"4y 3

7u approximieren.



Aufgabe 3: Gauf3-Elimination und L R-Zerlegung

Ist die LR-Zerlequng von A bekannt, dann lést man
das Gleichungssystem Ax = b als

Ax =L Rz = b,
——

also in zwer Schritten

Ly=b Rx=y
Gegeben seien
2 5 1
A= 417 3 |,
4 31 b+a

Wenn die L R-Zerlegung durchfihrbar ist, gilt
det A=detR = Hr“

In diesem Fall haben wir

1) 7 # 0 fiir alle ¢

2) ry; = 0 fiir ein ¢

& Az = b ist eindeutig [6sbar Vb.
& Az = b hat entweder keine
oder unendlich viele L&sungen.

b=

1 2
3 , ¢c=1| 6
5403 5

1) Fiir welche Werte a, § hat das Gleichungssystem Az = b

a) genau eine Losung,

b) mehr als eine Lisung,

¢) keine Losung?

Fiihren Sie die L R-Zerlegung durch und geben Sie gegebenenfalls alle L.ésungen an.

2) Losen Sie das Gleichungssystem Az = ¢ mit o = 1.

Aufgabe 4: Cholesky—Zerlegung

Um zu bestimmen, ob eine symmetrische Matriz A =
AT positiv definit ist, d.h.

(Az,z) :=2T Az >0 Yz £0,

fiihrt man die LDLT - Zerlegung von A durch und ana-
lysiert die Flemente d; der diagonalen Matriz D.
1) Aist pos. (semi-) def. < d; >0 (d; > 0) Vi
2) Aist neg. (semi-) def. & d; <0 (d; <0) Vi

Ist die LDLT -Zerlegung von A bekannt, dann lst
man das Gleichungssystem Az = b als
Y

—N—
Ar=LDILYz =b,
N~

2

also in drei Schritten

— — T, —
3) A ist indefinit o did; < 0 fiir einige i, j Ly=5 D=y La=z
Gegeben seien
2 4 -2 6 -8
4 — 4 a-+9 al+a—4 —a+ 11 und b= -8
Tl -2 a?+a-—4 ad+a*+4 —(a?+a+10) o 20
6 —a+11 —(a*+a+10) a-+ 31 —44

a.) Fiir welche Parameter a ist A positiv definit?

b.) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b fiir a = 1.

Abgabe bis Freitag, 23. Juni, 8.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)




RHEINISCH-
WESTFALISCHE

T i Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
% B Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 23. Juni 5. Ubungsblatt (fiir Physiker und Informatiker) bis 7. Juli, 822

Termin Horsaal

Scheinklausur fiir Physiker/innen: Di. 18.07.2000, 14:00-16:00 I

Finen Ubungsschein erhalt, wer

Physik: ) Informatik:
e mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben e mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben
fir Physiker/innen erreicht und fir Informatiker/innen erreicht.

o die Scheinklausur besteht.

Dieser Schein ist ab August im Geschaftszimmer des Instituts — Raum 135, HG, 1. Stock — erhaltlich.

Aufgabe 1: Polynominterpolation
Gegeben sind die Daten

)m 0] 1] 2|3 b) x| -1 1] 2]3 )M—l\ 0] 1] 2|3
VRT3 =9 Vg 1319 YR 1[3[-3][-1]9"

a.) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom p(z) dritten Grades zu f nach Lagrange und nach
Newton.

b.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom ¢(z) dritten Grades zu ¢ in der Newton-Form, wobei Sie
den Teil der schon berechneten Tabelle aus a) wiederverwenden.

c.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom r(z) vierten Grades zu h in der Newton-Form, wobei Sie
die schon berechnete Tabelle aus b) wiederverwenden.

Aufgabe 2: Interpolationsfehler

Gegeben ist die Funktion
fla) = / In(2  sin(t)) dt.
0

Der Wert f(0.85) soll bis auf einen Fehler von ﬁ durch Polynominterpolation benachbarter Stiitzstellen
berechnet werden. Zeigen Sie:

a.) die Genauigkeit der linearen Interpolation in den Punkten 0.8, 0.9 geniigt nicht ( Hinweis: cos1 > ]5),
b.) die Genauigkeit der quadratischen Interpolation in den Punkten 0.8,0.9,1.0 reicht schon aus.



Aufgabe 3: Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Normalgleichungen)

Gegeben seien die Mefiwerte
ti |-3] 0 |1
fti)y| 1]5+v2]|7

fiir eine Grofle f(t), die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form

flt) = at +bcos Gt +5

geniigt. Bestimmen Sie die Parameter a, b optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate durch Lésung

der Normalgleichungen.

Aufgabe 4: Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Q) R-Zerlegung))

Gegeben seien die Mefiwerte
ti | =1]0] 1
Sty ] 11—

fiir eine Grofle f(t), die nach der Theorie einem Bildungsgesetz der Form

f(t) =at +b(1+t—t%)

geniigt. Bestimmen Sie die Parameter a, b optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate mit Hilfe der

folgenden ) R-Zerlegung;:

1
-1 -1 —-—— 0
1) = ofl(ﬂﬁ)
1 1 0 0 1
V2

[6]

Aufgabe 5: Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Ausgehend vom Startvektor z = (1,1, 1) fiihren Sie jeweils zwei Schritte des Gesamt- und des Einzel-
schrittverfahrens durch, um eine Niherungslésung des Gleichungssystems

4 21 T1 5
2 5 2 o | =1 4
1 2 6 z3 7

zu finden.

Abgabe bis Freitag, 7. Juli, 8:00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



RHEINISCH-
WESTFALISCHE

T i Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
% B Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 20. April 1. Zusatziibungsblatt (fiir Physiker) bis 4. Mai, 15%

Aufgabe 1: Normen

a) Zeigen Sie, daf die folgende Abbildung die drei Axiome einer Norm erfiillt.

|-l s R* 5 R, @ [zl = max fo].
1<i<n

b) Beweisen Sie fiir € R" die Ungleichungen
[2]lee < llzll2 < VR ll2]|o

und finden Sie Vektoren z* und z** fiir welche die Gleichheit in der linken

bzw. rechten Ungleichung gilt.

¢) Welche der folgenden Abbildungen R* — R (d.h. 2 = (21, 23)) definieren Normen?
Zeigen Sie fiir die iibrigen, daf eines der Norm-Axiome nicht erfiillt ist.

(1) @ min (|24], |25])

() = (Viml+ V)

(c3) z+ ||Az|l, A€R*? (Aist also eine Matrix)

21:

Aufagbe 2:  Stetigkeit, Richtungsableitung und Differenzierbarkeit

Gegeben sei die Funktion f: R? = R mit

— iv fiir (iE, y) 75 0
f(ma y) — z? + y4 .
0, fir (z,y)=0
Untersuchen Sie die folgenden Fragen:
a.) Fiir welche (z,y) € R%ist f stetig?

b.) Sei v € R? ein beliebiger Richtungsvektor.
Fiir welche (z,y) € R? bzw. v existiert die Richtungsableitung 9, f?

c.) Fiir welche (z,y) € R? ist f differenzierbar?

d.) Sind die partiellen Ableitungen 0, f und 9, f in (0,0) stetig? (Hinweis: keine Rechnung,
nur Vergleich von Satz 9.15 der Vorlesung mit der (richtigen) Antwort auf die Frage (c).)

Y
Il

[2]

(=] [e]

—_
=] [£]



Aufgabe 3: Gradienten

Sei f:R”™ — R eine bzgl. des Ursprungs kugelsymmetrische Funktion, d.h., f 148t sich in der Form

f(z)y=g¢g(r) mit r:=|z|| und g¢g:[0,00) 2R

darstellen. Ferner sei ¢ differenzierbar.

a) Driicken sie den Gradienten von f und die Richtungsableitung von f in Punkt z

in Richtung ””37” durch ¢’ aus.

b) Geben Sie notwendige und hinreichende Bedingungen fiir g an

(ergdnzend zur Differenzierbarkeit), damit f in = = 0 differenzierbar ist.

c¢) Uberpriifen Sie, ob die Funktion

g(r) = r?sin %, fir r # 0;
0, fir r=0

diese Bedingungen erfiillt.

d) Zeigen Sie (mit einem Gegenbeispiel), daB fiir die Differenzierbarkeit einer Funktion f
in einem Punkt z( die Stetigkeit der partiellen Ableitung in diesem Punkt zy nicht not-

wendig ist (vgl. Satz 9.15 der Vorlesung).

Aufgabe 4: Transformation auf Polarkoordinaten

Sei f:R?— R eine stetig differenzierbare Funktion und

g Ry x[0,27) > R, g(r, ) := f(rcos(¢),rsin(¢))

1

ihre Darstellung in Polarkoordinaten. Transformieren Sie den Gradienten von f auf Polarkoordinaten,

d.h., driicken Sie ihn durch die partiellen Ableitungen von ¢ und in den Variablen r und ¢ aus.

Aufgabe 5: Kettenregel

Verwenden Sie die Kettenregel, um die totale Ableitung (die Jacobi Matrix) der Funktion

oy (e (5) ()
(3) tan (£) —sin (2)

7zu berechnen.

Abgabe bis Donnerstag, 4. Mai, 15.00 Uhr.

— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



RHEINISCH-
WESTFALISCHE
TECHNISCHE
HOCHSCHULE
AACHEN

Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik
Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 4. Mai

2. Zusatziibungsblatt (fiir Physiker)

bis 18. Mai, 152

Banach’scher Fixpunktsatz. Gegeben seien etne
Menge D C R™, eine Funktion f : D — R", eine
Norm || - || auf R", und es sei

1) D abgeschlossen;

2) f kontrahierend, d.h.es ez. ein L € (0,1), so daf
1) = F@ < Lllz—yll Yo,y e D;
3) f selbstabbildend, d.h. f(D) C D.
Dann gilt:

a) f besitzt auf D genau einen Fizpunkt z* = f(2*);
b) fiir jedes xq € D konvergiert die durch die

Fixpunktiteration z,41 = f(2,)
definierte Folge {zg } Yegen z*;
¢) fir jedes n € N gelten die Abschdtzungen

||=En _ 'E*H < LE ||$n _ xn—l” (a-posteriori)

Hilfssatz. Sei f: D — R differenzierbar und || - ||
eine beliebige (Vektor-) Norm auf R"™. Dann gilt:

sup ||[f'(z)]| < L <1 = [ ist kontrahierend.
z€eD

Hier ist ||f'(z)|| die der Vektor-Norm zugeordnete
Matriz-Norm der Jacobi-Matriz f'(z) (s.u.)

Trick. FEin Fizpunkt von f ist gleichzeitig ein Fiz-
punkt der inversen Funktion f~', d.h.

e =f*) = [l =] =
Wenn f auf D z.B. keine Selbstabbildung ist, kann

man die Voraussetzungen des Banach’schen Fiz-
punktsatzes fiir die inverse Funktion diberpriifen.

Bemerkung. Die Menge D C R” kann mauttels ei-

< % llz1 — zol|. (a-priori) ner Norm angegeben werden, z.B.
D ={zeR" |jz|l < 1}.
Diese Norm und die Norm, die man im Banachschen
Fizpunktsatz benutzt, haben miteinander nichts zu
tun.
Aufgabe 1:  Matrix-Normen
Definition. FEs sei || - ||« eine Vektornorm auf R™.| | Beispiel. Schon bekannte Normen auf R™ sind

Dann ist fir eine Matriz A € R**" die (dieser Vek-
tornorm) zugeordnete Matriznorm definiert durch

[[Az[[«

[|A]|x :=sup =—— = sup ||Az|s.
e20 [[2lls o)==

Es gilt (nach Definition): ||Az||« < ||A]|x - [|2|]«-

Beweisen Sie die folgenden Gleichheiten

[#llc = max [z,
1<i<n
n
lzlh = 2 [,
i=1
n 1/2
el = (%)
1=

n
1) Al = i Zeil :
) ||A]l 122&;;2 ;]| (Zeilensummennorm);
]:
2) A, = [nax z_; |ag;] (Spaltensummennorm);
3) |Al. = max{VA: MeR, ATAz =Xz}  (Spektral- oder Hilbertnorm).
Geben Sie jeweils einen Vektor z an, fiir den gilt: ||Az||. = [|A||« - [|2]|«

3]+ [3]+[3]=[9]



Aufgabe 2:  Skalares Fixpunktproblem
Gegeben sei die Funktion f(z) = %e\/;.
a.) Zeigen Sie, dafi f im Intervall [2, 3] und im Intervall [6, 7] jeweils genau einen Fixpunkt besitzt.

b.) Welche Iterationsvorschrift ist zur Berechnung des zweiten Fixpunktes geeignet?

c.) Wieviele Schritte ausgehend vom Startwert o = 0 sind laut a-priori-Abschitzung hchstens nétig,
um den ersten Fixpunkt mit einer Genauigkeit von ¢ = 1072 zu approximieren?
Wieviele Schritte geniigen tatsdchlich ?
(Berechnen Sie mehrere Iterierte (z.B. mit dem Taschenrechner) und wenden Sie die a-
posteriori-Abschitzung an).

[5]+[1]+[4]=[10]

Augfabe 3:  Nichtlineares Gleichungssystem

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem

8z = y +:2242,
8y 22+$2+2a auf D:{(m,y,z): |:U|—}—|y|—}—|2|§1}
8z = 2?4 y*+2

1. Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dafi dieses Gleichungssystem auf D genau eine
Lésung besitzt. Verwenden Sie fiir den Kontraktivitdtsbeweis die /,-Norm.

2. Fiihren Sie einen Schritt der entsprechenden Fixpunktiteration mit dem Startwert (0, O)T aus und
geben Sie an, wieviele Schritte hdchstens notwendig sind, um die Lésung mit der Genauigkeit
€ = 1073, gemessen in der [,,-Norm, zu approximieren.

3. Andererseits gilt (aufgrund der Symmetrie):
Ist (z*,y*, z*) eine Losung, dann sind (y*, z*, z*) baw. (2%, z*, y*) weitere Losungen.

Uberlegen Sie, wie sich dieser “Widerspruch” mit der oben bewiesenen Eindeutigkeit vereinbaren
1aBt, und verwenden Sie ihn, um die Ldsung dieses Systems explizit anzugeben

5]+ [2]+[2]=[9]

> =[28]

Abgabe bis Donnerstag, 18. Mai, 15.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



2. Zusatziibungsblatt (Musterlésung)

Aufgabe 1

Um fiir eine Funktion f: D — R die Gleichheit

¢ = sup f(x)

xeD

zu beweisen, reicht es zu zeigen

a) f(x)<e, VYzeD
b) esex.einz’€ D, sodaB f(z%) > ¢

. A . .
In unserem Fall ist f(z) = ||IT| *, und es reicht zu zeigen
*

a) [JAz[ls < ex(A)[Jz]l«, Yz ER"
b) es ex.ein z” € R™, so daB || Az%|x > c.(A) [|2°]]«

la) Fir [,,-Norm gilt

n n n
(Az)i| o= | aigag| <Y lagg] -] < mmax ] - Z il = l#lloo - Y las]
7=1 7=1 =1 7=1

woraus "
ek = gy (4901 < Bl g Dl = el
d.h,
AT < el )ller el ) = o Z il
1b) Sei
Coo(A) 1= 113%2 Jaij] = Z i1
Fiir

0 .
(27); = sign a;,;
bekommt man

n

[Az°] o0 > (Aa)iy =Y aigjsignai; = Y |aq;| = cxlA),

i=1 i=1

also

[42°]|oc > eoo(A)]|2° -



Deshalb
[Az]loo

Coo(A) 1= llgagiz la;;| = su T

2a) Fiir [;-Norm gilt

= [ Al

n n
[(Ax)il =D ags] < lagg] - |
7=1 7=1

=1,

woraus
[Az]ly = Z| Az)| < ZZ|“¢J| |;]
=1 j7=1
S |r]|_z(|zj|z|%|)
7=1 =1 =1
< 2 <|x]| max Z |cw|> - (1@@5;2 Iam-l) Z 51
7= 1= j=
=t (A=,
d.h.
el < (el e(4) = mpa Z 1.
2b) Sei
= ggjagz |aii] = Z; |@ijo]-
Far
2% =(0,...,0, 1 ,0,...,0), [[2°|Ih
Jo
bekommt man (Axo)i = a;j, und
1Azl =) lag,| = e (A)
=1
also
[AZ°)[s = ex(A)][°]]1.
Deshalb

= max Z |(J | = qup HAJ:HI
1<j<n £ i H H

[}

= [ Al



3) Sei B = B* € R"*" eine symmetrische positiv semi-definite Ma-
trix. Dann sind alle Eigenwerte von B niht-negativ und aus den

entspechenden Eigenvektoren kann man eine orthogonale Basis
von R” bilden.

3a) Sei {vg}}_, eine orthogonale Basis, gebildet aus den Eigenvektoren von A*A, d.h.

1, k=1
R"™ = span{vg}, A"Avy = Aoy, (v, 1) = S =

0, sonst.

Sei x € R™ ein beliebiger Vektor mit der Entwicklung
r = chvk.
k=1
Dann
[z][2 = (Z ci)1/27 A Az = Z Ak CrUE,
k k
und
HA.TH% = (Az, Az) = (A" Az, z) = (Z Ak CLUE, chvk) = Z )\kcz < )\maXZci,
k k k k

d.h.

[A2][> < v/ Amax][][-

3b) Fiir einen Vektor 2°, der dem maximalen Eigenwert Apax von A*A entspricht, bekom-
men wir

1425 = (A" Az®, 2%) = Amax(2”, 2%) = Amas]|2°]13

d.h.
[AZ°]2 = Amax - [|2°]2-

A
vV Amax(A*A) = sup | Azl =: || Al|2

w0 |72

Deshalb




Aufgabe 2: Skalares Fixpunktproblem fiir f(z) = %eﬁ

Aufgabe 2a. Zeigen Sie, daB f im Intervall [2,3] und im Intervall [6,7] jeweils genau

einen Fixpunkt besitzt.

A) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir D = [2, 3]
1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
2) f ist selbstabbildend auf |2, 3]:

F(2) = LV = 2056, f(3) = Lev® = 2.826;

1
2¢
f ist monoton wachsend, d.h. f(2) < f(z) < f(3)

= f(2,3)c23] [1]

3) f ist konrahierend auf [2, 3]:

f’( ) \/_ VT st positiv und monoton wachsend, da

4
" Y- SO SR / —
4f"(x) = —5mpeV" + eV = 5-e (1 \/—> > 0; = Jcrél[%>§1|f( z)| < L:=0.82.

) =
f(3)=11e¥=0816 <1

3

1]

Nach dem Mittelwertsatz gelten dann die folgende Ungleichungen:
[f(2) = FW)I = F©llz -yl < Y?Ea;(|f'(5)||é73 —yl < Lz —yl.
4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat f in [2,3] genau einen Fixpunkt.

B) Uberprufung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir D = 6, 7]
[ ist keine Selbstabbildung auf [6, 7], da f(6) = %e\/g = 5.791 < 6. Trick:

1
flz) = 56\/5 =z & x=Im*2z2)=:g(z), x>0

2) g ist selbstabbildend auf [6,7], da

g(6) =1n*12 =6.175, ¢(7) =In* 14 = 6.965
= (6,7 c67  [1]

g ist monoton wachsend (fiir z > %)

3) g ist konrahierend auf [6, 7]:

g'(z) = ZIHTZ’” ist positiv und monoton fallend, da

g'(a) = -1+ 5 =501 -n2) <0, z>5 ¢ = max|f(e)]<L:=083

g'(6) = 2212 = 0.828

1]



4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat g bzw. f in [6,7] genau einen Fixpunkt.

Aufgabe 2b. Welche Iterationsvorschrift ist zur Berechnung des zweiten Fixpunktes geeig-
net?

Nach obigem ist

Tpy1 = ln2(2xn) mit ¢y € [6,7]
eine geeignete Iterationsfolge (die gegen des Fixpunktes konvergiert).
Aufgabe 2c. 1) Wieviele Schritte ausgehend vom Startwert zo = 2 sind laut a-priori-

Abschatzung hochstens notig, um den ersten Fixpunkt mit einer Genauigkeit
von ¢ = 1072 zu approximieren?

2) Wieviele Schritte geniigen tatséchlich (berechnen Sie mehrere Iterierte und
wenden Sie die a-posteriori-Abschatzung an)?

1) Die a-priori Abschétzung fiir f(z) = %eﬁ auf [2, 3] lautet

|lz* —z,| < IL_—"L|;E1 — ol mit zg := 2, z; = 2.056, L := 0.82
< (0(;?128)” -0.06 mit einer Genauigkeit € = 1072
< 1072
Das gibt
(0.82)" < % 1072 =003 = n> Egggg; = 17.67.

Also gentigen 18 Schritten.

2) Die a-posteriori Abschatzung ist

Nach dem folgenden MAPLE-Program

x[1] := 2.;

x[2] :=0.5%exp(sqrt(x[1]));

for i from 2 to 18
while abs(x[i]-x[i-1])%*0.82/0.18 > 0.01
do x[i+1]:=0.5%exp(sqrt(x[i]))

od;

x[3] := 2.097920625
x[4] := 2.128192150
x[12] := 2.206106212
x[13] := 2.208137709

geniigen 13 Schritte.



Aufgabe 3: Nichtlineares Gleichungssystem

1) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F'(z,y, 2):

x x x Fi(z,y,z2) y? + 22 + 2,

. 1
y | =F1y wobei F' | y [ =| Fy(z,y,2) | = 3 2242?42,
z z z Fs(z,y,z2) x4yt 42

Uberpriifung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:
1.1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
1.2) F ist selbstabbildend, da

1 3
el +lyl+]z <1 = 2*+y?+22 <1 = ) Rz, 2)| = Z(z2+y2+22)+Z <1

d.h. F(D)C D.
1.3) Kontraktivitdt von F. Wegen Mittelwertsatz

L:= sup ||F'(z,y)]| <1 = F ist kontrahierend.

(z,y)eD
0 vy =
Wir haben F’(m,y,z):% z 0 z |-
x y 0
woraus
1 1
sup (e, 2) e = sup  cmax{ly+ 2|z ol e b ylh < o= L
(z,y,2)€D |z +y|+]z[<1

1.4) Nach dem B. Fixpunktsatz folgt, daB F' auf D genau einen Fixpunkt besitzt.

2) Die a-priori Abschdtzung fir F'(z,y,z) auf D lautet

Ht*_thOO S %Htl _tO”oo Hlit tO = (0’0’())’ t_l — (%’%’%>’ L = %
< (002;5)" -0.25 mit einer Genauigkeit ¢ = 107°
< 1073,
Das gibt
0.75 In(0.003)
25)" < g 107 = 0. > g, 1
(0.25)" < 0.95 0 0.003 = n> n(0.25) 9

Also gentigen 5 Schritten.



3) Da fiir einen Fixpunkt (z*, y*, z*) auch der Punkt (y*, z*, 2*) ein Fixpunkt der Funktion
Fist, folgt wegen der oben bewiesenen Eindeutigkeit des Fixpunktes von F, daB

(;v*,y*,z*) — (y*,z*,:v*) = ¥ = y* — o*
Daraus folgt
8e* =242 = 2 —dr*+1=0 = z},=2+V3

d.h.

ist die (einzige) Losung des Gleichungssystems auf

D ={(x,y,2): [a]+ |yl +[z] <1}



3. Bemerkungen

3.1. Die Abgeschlossenheit der Menge D ist notwendig fiir die Existenz des Fixpunktes. Z.B.
besitzt die Funktion
f(z)==2/2 auf D=(0,1]

keinen Fixpunkt.
3.2. Die Selbstabbildung fiir f ist auch notwendig fiir die Existenz des Fixpunktes (klar).
3.3. Nach dem Brauer’schen Fixpunktsatz besitzt jede Selbstabbildung eines konvexen Kom-

paktums in R™ mindestens einen Fixpunkt.

Also ist die Kontraktivitdt von f nicht notwendig fiir die Existenz des Fixpunktes.

Aber die Kontraktivitat ist notwendig a) fiir die Eindeutigkeit des Fixpunktes;

b) fiir die Konvergenz der Fixpunktiterationsfolge
Tp41 = f('rn)
gegen diesen einzigen Fixpunkt.

Zu a): Die Funktion
f(x):‘r27 z € [0, 1],

ist selbstabbildend aber nicht kontrahierend (f/(1) = 2), und hat zwei Fixpunkte in [0, 1].
Zu b): Die Funktion

fl@)y=1/z, z¢€ [%72]7
ist selbstabbildend aber nicht kontrahierend (| f/(1/2)| = 4), und fiir jeden Startwert zo € D hat
man

Tok = To,  Taks1 = 1/0,

also keine Konvergenz zum Fixpunkt 2* = 1, wenn z¢ # 1 ist.



4. Andere Anwendungen des Ban. Fixpunktsatzes

4.1. Der Satz von Picard-Lindel6f. Sei D C R x R” eine offene Menge, und f sei Lipschitz-
stetig auf D. Dann gilt das folgende. Fiir jedes paar (z¢,yo) € D existiert ein Intervall I 3 zg,
so dafl das AWP

ylzf(m’y)’ y(xo):yoa rel,

genau eine Losung besitzt. Die Fixpunktiteration

w@) =w vnr(@) =w+ [ fton(dt, ael,
o
konvergiert glm gegen y.

4.2. Das Newtonsche Verfahren. Die Nullstelle von f, d.h. die Lésung z* von

kann man (unter geeigneter Voraussetzung an f) durch die Fixpunktiteration

flxg)

ThtL =R f’(xk)

approximieren.
4.3. Iterationsverfahren fiir die Lésung algebraischer Gleichungssysteme. Da
Ar=f = CAz—-f)=0 = z=z-C(Az—f),
kann man fiir eine Ndherungslésung die Fixpunktiteration
thyr =2 —CAzr— f)=I-CA)ap+Cf
benutzen. Findet man fiir die gegebene Matrix A eine Matrix C' so, daB fiir eine Matrixnorm
I -CA|<L<1

gilt, dann ist das lterationsverfahren konvergent.



RHEINISCH-
WESTFALISCHE

Tﬁﬁ{ﬁm Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

vom 18. Mai 3. Zusatziibungsblatt (fiir Physiker) bis 02. Juni, 8%

Aufgabe 1: Schwingungen und Resonanzkatastrophe

Schwingungen und Resonanzkatastrophe. Wird ein schwingfihiges System der Masse m > 0 einer
zeitabhdngigen duferen Kraft F(t) ausgesetzt, so geniigt dessen Auslenkung z(t) der linearen Differentialglei-
chung 2-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

mz"(t) + k2'(t) + Dz(t) = F(t), =z(0) =zo, 2'(0)=zj. (%)

Dabei sind zq bzw. z, die Auslenkung bzw. ihre Anderung zur Zeit t = 0,
k>0 ewmn Map fiir die Reibung
(die hier als proportional zur Geschwindigkeit angenommen wird) und
D>0 die Riickstellkraft des Systems.

1) Lésen Sie (k) fiir den homogenen Fall, wenn keine dufiere Kraft wirkt, also
F(t) =0 fiir alle Zeiten ¢.
(Betrachten Sie alle méglichen Félle fiir eine Beziehung zwischen m, k und D.)
2) Lésen Sie (x) fiir die periodische dufiere Kraft
F(t) = Fycos(wt) mit  Fy,w > 0.

Untersuche, unter welchen Voraussetzungen die sog. Resonanzkatastrophe eintritt,

d.h. z(t) unbeschriankt ist.

Hinweis. Ansatz fiir eine spezielle Ldsung:

z(t) = ¢y sin(wt) + cacos(wt)  bzw. z(t) = ctsin(wt).



Aufgabe 2: Ma&iuserennen
(Die Punkte die bei dieser Aufgabe erzielt werden, gelten als Bonuspunkte)

In den Ecken des Quadrates [—1,1]? sitzen vier weie M#use. Zur Zeit ¢ = 0 beginnen diese so zu
laufen, daf§ jede Maus jederzeit mit konstanter (aber nicht notwendig gleicher) Geschwindigkeit auf
ihre Nachbarmaus zulduft, d.h. genauer: Maus 1 lduft  auf Maus 2,

Maus 2 auf Maus 3,

Maus 3 auf Maus 4,

Maus 4 wieder auf Maus 1 zu

(und alle vier laufen gegen den Uhrzeigersinn).

1) Geben Sie ein Anfangswertproblem an, deren Ldsung die Bahnkurven der Miuse sind.

2) Ab jetzt nehmen wir an, daB alle Miuse die gleiche Geschwindigkeit v haben.
a) Berechnen Sie die Bahnkurven der Mduse.
b) Wann treffen sich die Miuse im Mittelpunkt des Quadrates (also im Punkt (0,0))?
¢) Welche Weglange hat dann jede von ihnen zuriickgelegt?

Hinweise.

1) Uberlegen Sie zunichst, wie man mit Hilfe der Symmetrie des Problems seine Lésung auf die
Berechnung der Bahnkurve einer Maus zuriickfithren kann.

2) Um die entsprechende DGL zu l8sen, transformieren Sie sie auf Polarkoordinaten.

3) Folgern Sie dann, daB die Bahnkurve genau eine logarithmishe Spirale ist: r = ae*?.

> =[20]

Abgabe bis Freitag, 02. Juni, 8.00 Uhr.
— Kasten vor R102, HG (mit Namen, Matr.-Nr. und Gruppenbezeichnung)



RHEINISCH-
WESTFALISCHE

Tﬁﬁ{ﬁm Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

Aufgabenblatt zur Vordiplomklausur, 1. August 2000

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

Klausurergebnisse: Fr, 04. August 2000, Schaukasten von Prof. Esser

O O O O O

o Danach sind keine Einspriiche gegen die Korrektur mehr méglich.

AuBler Papier und dokumentenechtem Schreibgerét sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt 40 erreichbaren Punkte erforderlich.

Klausureinsicht: Fr, 04. August 2000, R. 149, 10°° — 10%° 150 000 — 217 000
10%° — 1199 217 000 — 222 500
1190 — 1130 222 500 — 224 000
1130 — 1290 224 000 - 227 000

—  Deckbléatter ausfiillen und unterschreiben;

— Aufgabenblatt kontrollieren: Sechs Aufgaben auf zwei Seiten;

— Fiir jede neue Aufgabe eine neue Seite anfangen;

— Jedes Blatt mit dem Namen und der Matrikelnummer versehen;
— Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen;

— Keine vorzeitige Abgabe wihrend der letzten 15 Minuten.

Aufgabe 1.

Fiihren Sie einen Schritt des gedimpften Newton-Verfahrens mit dem Startwert (z°, y°) = (0,1) durch,

um eine Ldsung des nichtlinearen Gleichungssystems

ry+1)+2 = 0
2?4y -5 =0

zu approximieren. Fiir den Abbruchtest [|[F'(z', y")|| < [|£(2°, y°)|| benutzten Sie die Euklidische Norm.

Aufgabe 2.

Losen Sie das Anfangswertproblem

y'(x) =2y () + 2y(x) = ze”,  y(0) =y'(0) = 0.

Aufgabe 3
Losen Sie 4 9
y’:5y+4$3-\/?’ x>0, y=>0, y(l)zﬁ

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.



Aufgabe 4
Gegeben ist die Gleichung

y' ' =zy —y—1, y()=1, ¢'(1)=2.

Berechnen Sie
a.) mit der Trapezregel:  yrp1 = yk + = [f (@, y&) + F(rt1, Yit1)]

b.) mit dem verbesserten Euler-Cauchy-Verfahren: ki = f(zg, yx)
ky = f(zr + 3h,yx + fhk)

Yk+1 = Yk + hks.
und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(2),y'(2).

Aufgabe 5

Gegeben sei

2 4 2 6

4 a+8 a*+4 a-+12
2 a’+4 a*4+a+2 a*4+2a+6
6 a+12 a?+2a+6 5a + 19

Ay =

a.) Fiihren Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A, durch.
b.) Finden Sie den Wert der Determinante von A,.
c.) Fiir welche a ist die Matrix A, positiv definit?

Aufgabe 6.
Seien p € P, und ¢q € Ps diejenigen Polynome, die die Funktion

f(z)=12 inuz; € {—@,O,—}—?} bzw. in z; € {—@,O,—I—@,a}

interpolieren, wobei a verschieden von i@ und 0 ist.

[=]=1=]

a.) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, daf fiir den Interpolationsfehler auf [—1, 1] gilt:

[/ (2) = p(z)| <

=

b.) Geben Sie p in der Newton-Form an und vereinfachen Sie diese Darstellung.

c.) Finden Sie (wie Sie wollen) die explizite Form des Interpolationspolynoms g.

Viel Erfolg!

\g/

ElEiE=

[=<]
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Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

Aufgabenblatt zur Scheinklausur, 18. Juli 2000

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

Aufler Papier und dokumentenechtem Schreibgerit sind keine Hilfsmittel erlaubt.
Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt 40 erreichbaren Punkte erforderlich.
Klausurergebnisse: Do, 20. Juli 2000, Schaukasten von Prof. Esser

Klausureinsicht: Do, 20. Juli 2000, 10.00-11.00 Uhr, R. 149

Danach sind keine Einspriiche gegen die Korrektur mehr mdoglich.

O O O O O o

—  Deckblitter ausfiillen und unterschreiben;

— Aufgabenblatt kontrollieren: Sechs Aufgaben auf zwei Seiten;

— Fiir jede neue Aufgabe eine neue Seite anfangen;

— Jedes Blatt mit dem Namen und der Matrikelnummer versehen;
— Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen;

— Keine vorzeitige Abgabe wahrend der letzten 15 Minuten.

Aufgabe 1.

Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (z% y°) = (e,e) aus, um eine

L.osung des nichtlinearen Gleichungssystems

r+ylnze =
y+azlny =

o

o

7ZUu approximieren.

Aufgabe 2.

[.6sen Sie das Anfangswertproblem

y"(z) — 2y (2) + y(z) = e"cosz, y(0)=1y'(0)=0.

Aufgabe 3

Lésen Sie 5
y'(z) = il + -, fir y,2 > 0 und y(1) = 1.
Yy

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.



Aufgabe 4.

Gegeben ist die Gleichung
y'+y=2  y(0)=-2, y(0)=0.

Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren
kv = f(tk, yk), ks = f(tx + %ha Yk + %hkz),
ke = f(te + 3hy yx + Shkr), ks = f(te + b, yx + hks),
Ykt = Y + ghiki + 2k + 2k + ka)

und der Schrittweite h = 2 eine Approximation von y(2), y'(2).

Aufgabe 5.

Gegeben seien
2 -1 0 0
=12 1o B "
A=|"y 1 5 1| r=ann
0 0 -1 2

a.) Bestimmen Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A.

b.) Stellen Sie fest, ob A positiv definit oder negativ definit oder indefinit ist. (Begriindung dazu)

c.) Loésen Sie das Gleichungssystem Az = b.

Aufgabe 6.

Seien p € P, und ¢ € P diejenigen Polynome, die die Werte
von f(z) =+/z auf z; €{1,4,9} bzw. auf z; € {0,1,4,9}

interpolieren.

a.) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, daf fiir den Interpolationsfehler in z = 5 gilt:

1f(5) = p(5)] < 1.

b.) Geben Sie p und ¢ in der Newton-Form an. (Weitere Vereinfachungen sind nicht nétig.)

Viel Erfolg!

s =

[¢]
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Endgiiltige Ergebnisse der Scheinklausur vom 18. Juli 2000

Physiker
Matr.Nr. | Punkte Matr.Nr. | Punkte
217 463 29 223 899 34
219 172 25 223 927 35
222 603 16 224 025 33
222 724 35 224 273 40
222 813 33 224 277 24
222 820 29 224 285 39
222 869 23 224 451 36
222 872 34 224 513 38
222 906 38 224 564 37
223 077 37 224 988 32
223 078 31 225 718 35
223 093 32 225 719 33
223 457 35 226 119 27




RHEINISCH-
WESTFALISCHE _ _ _ _
TE%{A"UELE Institut fiir Geometrie und Praktische Mathematik

Differentialgleichungen und Numerik — SS 00
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

Information zur Schein- und Vordiplomsklausur

Finen Ubungsschein erhilt, wer

Physik: ) Informatik:
e mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben o mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben
fiir Physiker/innen erreicht und fiir Informatiker/innen erreicht.

o die Scheinklausur besteht.

Dieser Schein ist ab August im Geschaftszimmer des Instituts — Raum 135, HG, 1. Stock — erhéltlich.

. .. . . Termin Horsaal
Scheinklausur fiir Physiker/innen: Di. 18.07.2000, 14:00-16:00 I

Zulassung: mindestens 50% der Punkte der Ubungsaufgaben

Fragestunden:  mittwochs, zusatzlich Fr. 14.07.2000, 15:00-16:00, R. 144 HG

Ergebnisse: Do. 20.07.2000 durch Aushang im Schaukasten von Prof. Esser

Einsicht: Do. 20.07.2000, 10:00-11:00 im R. 149 HG (danach kein Einspruch maglich)

Einsicht anderer Personen ist nur mittels Vollmacht
und Studentenausweis des Vollmachtgebers moglich

Es ist fiir fiir Informatiker/innen nicht mdglich, diese Klausur als Probeklausur mitzuschreiben!

Vordiplomsklausur (Physik): ‘ Di

Termin Horsale
01.08.2000, 9:00-13:00 | AM, Ro, Gr

Die Physiker/innen schreiben eine 2-teilige Klausur (Numerik+Informatik), deswegen stehen 4 Stunden zur Verfiigung.
Die Gesamtpunktzahl jedes Teils ist 40.
Zum Bestehen der Klausur reichen 40 Punkte insgesamt, es ist keine Mindestpunktzahl je Teilklausur erforderlich.

Vordiplomsklausur (Informatik): ‘ Termin ‘ Horsale

Di. 01.08.2000, 9:00-11:00 | AM, Ro, Gr

Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt 40 erreichbaren Punkte erforderlich.

Genaue Verteilung: s. Schaukasten eine Woche vor der Klausur.

Fragestunden: mittwochs, zusatzlich Fr. 28.07.2000, 15:00-16:00, R. 144 HG.

Ergebnisse: Fr. 04.08.2000 durch Aushang im Schaukasten von Prof. Esser.

Einsicht: Fr. 04.08.2000, 10:00-12:00 im R.149 HG (danach kein Einspruch méglich).

Einsicht anderer Personen ist nur mittels Vollmacht
und Studentenausweis des Vollmachtgebers moglich.
Eventuelle Nachprifung: Anmeldungen findet wahrend der Einsicht statt.

Zu den Klausuren mitbringen: Lichtbild- und Studentenausweis,

Papier (A4) und dokumentenechte Schreibgerite
Es sind keine Hilfsmittel erlaubt.




Typischer Inhalt der Klausuren o=

Aufgabe 1: Newton-Verfahren
Ausgehend vom Startwert ist eine Niherungslosung eines nichtlinearen Systems zu finden.
Aufgabe 2: Ein lineares DGL-System

Entweder a) Losung eines homogenen linearen DGIL-Systems
Y = AY, Y(to) = Yo
oder b) Losung einer inhomogenen DGL héher Ordnung
Yoo ary® = f(z),  ylto) =...=y""D(to) = 0.

Aufgabe 3: Eine gew6hnliche DGL 1-ter Ordnung

Entweder a) Homogene DGL: y' = f(¥) oder  b) Bernoulli DGL: ¢ = a(z)y + b(z)y”

xr

Aufgabe 4: Runge-Kutta-Verfahren zu einem DGL-System

Ausgehend vom Startwert ist eine Ndherungslésung des DGI-Systems zu finden.

Die Verfahren sind a) BEuler-Cauchy (explizites, riickwirtiges, verbessertes)
b) Runge-Kutta (klassisches)
c) Trapezregel

Die Formel des Verfahrens wird mit angegeben, d.h. es ist nicht notwendig, diese Formeln auswendig zu wissen.

Aufgabe 5: LR-Zerlegung

Die LR- oder LDLT-Zerlegung einer Matrix A ist durchzufiihren.
Eine Losung des Gleichungsystems Az = b ist zu finden.
Dazu die positive Definitheit oder Anzahl der Lésungen abhingig von einem Parameter zu bestimmen.

Aufgabe 6: Datenapproximation

Entweder a) Interpolationspolynom nach Newton zu gegebenen Daten ist zu bestimmen.
Die Approximationsfehler in einem Punkt oder auf dem ganzen Interval ist abzuschitzen.

oder b) Die Daten nach der kleinsten Fehlerquadratmethode zu approximieren
(Lésung der Normalgleichung oder durch gegebene Q R-Zerlegung)

Bemerkung
Der Banachscher Fixpunktsatz kommt nicht in der Klausur
Punktabzug

Jede arithmetische Fehler hat den Abzug eines Punktes zur Folge.
Fiir die sog. Folgefehler gibt es keinen Punktabzug (wenn es keine dramatische Vereinfachung gibt).

Alte Klausuren mit Musterldsungen a) zum Kopieren: mittwochs, 12%° — 13% Raum 135
b) unter http://www.igpm.rwth-aachen.de/shadrin/difnum98-99



Scheinklausur, 18. Juli 2000 (Musterlésung)

Aufgabe 1.
+ylnz -3
1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F'(z,y) = YT e
y+azlny — ge
1+ 1
2) Jacobi Matrix: F'(z,y) = e
Iny 1+ %

3) Berechnen von F(2°%), F'(z")

N
Nt =
— —
SN————
[l
N
o )
SN———
|
|
B = [
o @
[l
N B |
o @
[~]



Aufgabe 2

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

PN =X =22 +1=(A-1?%  Ap=1

1b) Ein Fundamentalsystem: S = {e", xe”}
2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e’ ze® 0

W(z) = , fz) = :

e’ (z+1)e" e” cos x

3) Eine spezielle Losung des dquivalenten Systems:

Vi) = Wialelo) = W(o) [ WS dr, Viloo) = 0,007
N (1)

3a) Berechnen von ¢/(z) = W' (z) f(z) als Losung des Systems W (z)d'(z) = f(2):

xr o . _ + 1
3b) Integrieren:  ¢(z) = / (1) dt = rsime —cos
0

sin &

4) Berechnen der Losung des AWP’s:

y(r) = ya(x) = W()e(a)]y = <><“)

sin &

= e”‘"(—l‘sinw —cosz + 1 +wsinx) =e” —e’cosa

> =[8]



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

PN =X =22 +1=(AN—-1?% =1

1b) Ein Fundamentalsystem: S = {e", xe”}

2) Bestimmung einer speziellen Losung durch den Ansatz

ys(x) = ae® cos x + be” sin .
Es gilt
ys(z) = ae”cosw +be sin x,
yi(z) = ae”(cosxz —sinz) +be"(sinx + cosz),
y'(z) = ae”(—2sinz) +be”(2 cos x),
und

Yy — 2yl + ys = ae”(—cosx) + be”(—sinz) := " cosz = a= -1, b=0.

3a) Allgemeine Losung:
y(z) = cre” 4 cpwe” — €” cos x.

3b) Bestimmung der Konstanten entsprechend den Anfangsbedingungen

d.h. Losung des Gleichungssystems:

1 0|1 1
111 ’ 0

4) Also ist
y(z) =" — e cosx

die Losung des AWP’s.



Aufgabe 3

1) Die DGL
2u
! = — — =
hat die Form y' = f(¥) = Substitution z =% = 2/ = %(f(z) —z)

2) Die DGL mit getrennten Variablen:

2= %(Z—I—l/z) z(l): 1.

3) Losung durch Trennung der Variablen:

d
/22 dz = ar
22+ 1 T

1 2 2 2
= §ln|z +1=Injz|+In|C] = z"+1=Cz"
4) Bestimmung der Konstante:
(=1 = C=2
4) Losung:
z=v2z? -1
5) Resubstitution:
y=xV2zx?—1.
6) Das maximale Existenzintervall (das z=1 beinhaltet):
1
— <z < 0. 1
7
> =



Aufgabe 3 (Alternative)

1) Die DGL

ist eine Bernoulli-DGL mit o = —1.

2) Substitution z =y'=* =y*> = Die lineare DGL

4
7 = —z + 2z, z(1) = 1.

x

3a) Losung der homogenen Gleichung:

!/

A— z = zZ = C$4.
3b) Variation der Konstanten:
C'($)$4:2$ = Cl(m):2/$3 = C(J:):—l/.IQ—l—c

3c) Allgemeine Losung: z(z) = C(x)x? = —2* + ez’

4) Bestimmung der Konstante

5) Resubstitution:

y(z) = v/z(z) = V224 — 2% = 2222 — 1.

6) Das maximale Existenzintervall (das x = 1 beinhaltet)

<z < oo

1
V2

1

.

=

=

(=]



Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung;:

1
2B8) = 2(0)+ 52 (ky + 2ky + 2hs + hy)

- (6)+3(C) () () ()] - ()

=

.

=

=

3) Also liefert das Runge-Kutta-Verfahren folgende Approximation



Aufgabe 5

a.) LDLT-Zerlegung:

2 -1 0 0 2 -1 0 0
-1 2 -1 0 -2 2 -1 0
= 22 =
0 -1 2 -1 0o -1 2 -1
0o 0 -1 2 0o 0 —1 2
2 -1 0 0 2 -1 0 0
_1 3 1 -1 3 _1 0
= 2 2 = 2 2 _I_
0 -2 2 - 0 -2 2 -
3 3 3 3
0 0o -1 2 0 0 _% %
d.h.
1
-1 1
T 2 . :
A=LDL", L= \ , D =diag(2,%,2,2)
0 —3 1
0 0 -2 1
b.) Da D > 0ist, ist auch A >0 (wegen A >0 < D >0).
—~
¢) LDLTz=b=(1,1,1,1)T.
———’
1 1 1
1 1 1 3
Lz=b = 2 = z= ’ )
-2 1 1 2
EEERE 5
Dy=2z = diag(?,%,%,%) = y:(%71a%a2)T§
|1 1 2
1 -2 1 3
LTJ;:y = 3 = =
1 =22 3
4|2
12 2

> =[]

~I



Aufgabe 6

a1) Abschéatzung fur die 3-te Ableitung:

1 -1 =3 3 3
— 1/2 " - .. _2.-5/2_ 2 -5/2 " _ = 1
fla)y =z f"a) =5 5 5w 5277 = max (O] = g
as) Interpolationsfehler:
p(5) = F(5)] < = max [F"(€)] - (5= (5= 4)(5 =9 = =+ > - 16=1
— 3leeng 6 8
by) Dividierte Differenzen mit der zusatzlichen Stiitzstelle 1:
1 1
1
3
I
U & [+ [1]+ [1]
I
1
3
0| 0
by) Newton Darstellung
plz) = 1+3(r—1)— gz —1)(z—4)
3 60 +
qg(z) = p(r)+ gz =)z - 4)(z-9)
=



Vordiplomklausur, 1. August 2000 (Musterlosung)

Aufgabe 1.
o2y +1) +2
1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F(z,y) = ©(2y+1)
Byt -2
20+ 1 22
2) Jacobi Matrix: F'(z,y) = Y
2z 2y
3) Berechnen von F(2%), F'(2°) fiir 2° = (0, %)T:
2 20
F(0,3) = . F0,3) =
-1 0 1
4) Losung des Gleichungsystems F'(29)6z° = F(2?)
2 0 2 5z° 1
= =
0 1/|-1 510 1

xt 0 1 —1
= ) — = .

4b) Test: F(x',y') = (-2,2)7,

|F(z',y")]l2 < |F(2%y%)|]2 7 nicht erfiillt.

Ha) Die ndchste Naherung mit dem Dampfungsparameter %: 21 =20 — %520

GG

5b) Test:  F(z',y') = (3 O)Ta

29

|Gyl < | 7 in Ordnung,



Aufgabe 2

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pAN) =X =22 4+2=A—1)2+1, Ap=1+i.

1b) Ein reeles Fundamentalsystem: S ={e"cosx,e”sinx}

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e’ cosx e’ sinz 0

W(z) = . flz)= :

e’”(cos T — sin x) e’”(sin T 4+ cos x) ze®

3) Eine spezielle Losung des dquivalenten Systems:

Yi(z) = W(z)e(z) = W(x) /x W) f(t) di, Yi(zo) = (O,O)T.

o (1)

3a) Berechnen von ¢/(z) = W' (z) f(z) als Losung des Systems W (z)d'(z) = f(2):

e” cos x e’ sin x 0
e”(cosz —sinz) e”(sinz + cosz) | xe”
' - . 0 o
(2)-cosx—(1gcosa:—sm 2 [ € cosx €sinx rsin

0 e ze¥ cos T COS T

7 (cos r—sinzx
3b) Integrieren:  ¢(z) = / (1) d(:
0

rsinx + cosx — 1

4) Berechnen der Losung des AWP’s:

TCOST — SINT

y(z) = ys(z) = [W(z)e(z)y = (e"cosz,e”sinz)
rsinx + cosx — 1

2

= e“’(mcos z —cosxsinz + xzsin?z + sinz cos z —SiTl.TJ)

= em(m — sin T)

= =

T =



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pA) =X =20 4+2=A—1)%+1, Ap=1=£i.

1b) Ein reeles Fundamentalsystem: S ={e"cosx,e”sinx}
2) Bestimmung einer speziellen Losung durch den Ansatz

ys(z) = € (az + b)

Es gilt
ys(z) = €*(ax +b),
yi(z) = e"(ax+b+a),
y'(z) = e"(ax + b+ 2a),
und

Yy =2yl +2ys = e"(ax + b) :=xe® = a=1, b=0.
3a) Allgemeine Losung:
y(z) = cre” cosx + cpe” sinx + ze”.
3b) Bestimmung der Konstanten entsprechend den Anfangsbedingungen

y(;c) = e cosx + e sinx + xe”, y(0> =0;

y'(z) = c¢e”(cosz —sinz) + cpe”(sinz + cosz) + (x4 1)e”, y'(0) = 0;

d.h. Losung des Gleichungssystems:

1 0 0 0
= c=
1 1]—-1 -1
4) Also ist
U(T) = —¢e"sinx + xe”.

die Losung des AWP’s.



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pA) =X =22 +2=(A=1)2+1,  Ap=1%i.

1b) Ein complexes Fundamentalsystem: S = {1tz (=)

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e(l-l—i)ac e(l—i)x 0
W(z) = . flx) = )

(1 42)etHde (1 —4)elt=ie ze”

3) Eine spezielle Losung des dquivalenten Systems:

Yi(z) = W(z)e(z) = W(x) /gc W) f(t) di, Y, (o) = (0,0)%.

Ty

3a) Berechnen von ¢(z) = W= (z)f(x) als Losung des Systems W(z)d'(z) = f(z):

e(1+i)z‘ e(l—i)z‘ 0
(1+ i)e(“‘i)m (1— i)e(l_i)m re®
=@+ [P 7070 1 pemiv
2 ;

0 —25e(1=92 | e —Lae

z Lz +1)er - L
3b) Integrieren:  ¢(z) = / d(t)dt = zlie +1)e o
0 — (=i + 1) + &

2
4) Berechnen der Losung des AWP’s:
iy [ w0 =
1 N i 1
—Z(—zx + 1) + %
= €7 [%(77‘ + 1) — %em — %(—77’ + 1) + %e“”]

y(z) = ys(2) = W (z)e(x)ly = (7,

— T [I _ %(6”‘ — G_M:)] = ex<$ — sin .73)



Aufgabe 3

1) Die DGL
4 9
y' =—y+42°y, >0, y>0, y(1)=ﬁ
X

ist eine Bernoulli-DGL mit o = ]5

2) Da fiir y = 0 die rechte Seite = 0 its, ist y = 0 eine Losung (s.u. 7b).
3) Fiiry >0 =  Substitution z = y'=* = y'/2 = Die lineare DGL

2 3
2= e +22° 2(1) = x z(z) > 0.

4a) Losung der homogenen Gleichung:
y_ 2 2
==z = Inlz|=2Injz|+In|C|] = z=Cz"
T
4b) Variation der Konstanten:

C'(z)z? =22° = Clz)=2"+¢,

4c) Allgemeine Losung:

z(x) = C’(.r)x2 = $2($2 +c¢), wenn z>0.

5) Bestimmung der Konstante

3 1
2(1) = 7 ¢=-7
6) Positivitat (Existenzintervall fir z > 0):
o f o 1 1
z(z) >0 & =z 2= >0, >0 & T> 5

7a) Resubstitution (fiir y > 0):

7b) Nullteil der Losung



Aufgabe 4

' z
1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung: z = ( Y ) = ( ' ) .
y' <2

Z,Z(y/)( = ):f(.r,z), z(])(l).
y" Tzg — 21 — 1 2

2) Sei z(2) = ( : ) . Die Trapezregel 2(2) = z(1) + 3[f(1,2(1)) + f(2, 2(2))] liefert

z 1 1 2 1 z
L) = +5 +5 2 ;
Z9 2 2 0 2 22’2—21—]

und die Losung des daquivalenten Gleichungssystems ist

1 —32 y(2)
= zZz= =
(o) -0

N
N QO
N—
=]

o
|
=
N | — N
PR 2
S
N——— I
Il
~ TN
N =
A
T
~—
N——— I
I —
TN w
o
|
N
[ o
—_
Il
~__
= =

IS
S
Il
IS
=
+
&
Il
DN —
~_
_|_
TN
o N
N
Il
AN
CRaY)
g
Il
=] [=]



Aufgabe 5

1) LDLT-Zerlegung:

2 4 2 6 2 4 2 6
4 a+8 a’+4 a-+12 2 a a’ a
=
2 a?4+4 P+a+2 d®+2a+6 1 ¢ ®+a a*+2a
6 a+12 a’>+2a+6 5a + 19 3 a a*+2a ba+1
2 4 2 6 2 4 2 6
2 a a’ a 2 a d® a
= = +
1 a a«a 2a 1 a a 2a
3 1 2a 4a+1 31 2 1
1 0 0 0
T ) 21 00 )
A=LDL", mit L= , D =diag (2,a,a,1)
1 a 1 0
31 2 1
1) det A = det D = 24*
NA>0 & D>0 & di>0 & a>0

]
[
Ed

~I



Aufgabe 6

a) Interpolationsfehler:

[f(z) = p(2)] < Gyw(z) max |f"(E)].
a1) Bestimmung des Maximums von

w(z)=(z+ @)x(m — ﬁ) =a® - 3z
Wir haben

w’(:c) :3$2—%:0 = :U]sz:%,

und

w(Ed) = FL, w(El) = £,

jw(z)| < max (Jw(E3)]; lw(E1)]) = 5.
ag) Da f"(z) = 6 ist, gilt die Abschitzung

f(z) = p(z)| < Fw(z) max |f7(¢)] <3

56[_171]

Also gilt auf [—1,1]

by) Dividierte Differenzen (mit der zusatzlichen Stiitzstelle a):

_V3 | _3/38
2 8

3
a

0 0 0
3 IR ][]

@ BSﬁ ............. a—i—?

a2+§a+%
a a’
by) Newton Darstellung von p: p(x) = _Bsﬁ + %(w + 73) = %I.

¢) Explizite Form von g mittels Newton Darstellung:

o) = (o) + o+ Dyae - L) =30 a@r - by =00

Alternative

¢) Explizite Form von ¢q. Da f(z) = z° ein Polynom vom Grad 3 ist und ¢ ist das
Interpolationspolynom zu f auch vom Grad 3, gilt

q(z) = f(z) = 2°.

> =7]



10.
11.

12.

Mogliche Themen zur mundlichen Prufung

. Was ist eine DGL bzw. ein AWP ? Loésung bzw. lokale und maximale Losung des AWP’s.

Aquivalenz der DGL zu einer Integralgleichung. Existenzsatz von Peano. Beispiele.

. (Lokale) Lipschitzstetigkeit und Differenzierbarkeit. Satz von Picard-Lindel6f iiber Ein-

deutigkeit der Losung des AWP’s. Picard-Iteration. Stetige Abhdngigkeit von den An-
fangswerten.

. Lineare DGL. Existenz und Eindeutigkeit der Losung. Anzahl der linear unabhédngigen

Losungen einer homogenen linearen DGL. Fundamentalsystem, Wronski-Matrix. Spezielle
und allgemeine Lésung der inhomogenen linearen DGL.

. Determinante der Wronski-Matrix. Variation der Konstanten. DGL n-ter Ordnung.

Aquivalenz einer DGL n-ter Ordnung zu einer DGL 1-ter Ordnung.

. Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten. Matrix Exponent. Warum sind die Eigenwerte

und die Eigenvektoren niitzlich in diesem Zusammenhang?

. Explizites Euler-Cauchy Verfahren. Lokaler Abbruchfehler. Fehlerabschitzung. Explizite

und implizite Runge-Kutta Verfahren.

. Losung nichtlinearer Gleichungssysteme. Vereinfachtes Newton-Verfahren. Konvergen-

zordnung. Gedimpftes Newton-Verfahren. Banach’scher Fixpunktsatz.

. Losung linearer Gleichungssysteme. Gaufi’scher Algorithmus. [LR-Zerlegung und ihre

Durchfithrbarkeit. Konditionszahl und Fehlerfortpflanzung. Pivotisierung.
Jacobi-Verfahren, Gauf-Seidel Verfahren. Konvergenzaussagen.

Interpolation der Funktionen durch Polynome. Existenz und Eindeutigkeit. Lagrange
Darstellung. Fehlerabschdtzung. Newton-Darstellung. Dividierte Differenzen.

Approximation im quadratischen Mittel. Methode der kleinsten Quadrate zur Loésung
iiberbestimmter linearer Gleichungssysteme. Lésung der Normalgleichung.
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