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Vorwort

Ja, guten Tag, meine Damen und Herren!

Dieses Skript basiert auf unserer Mitschrift der Vorlesung ,Diskrete Strukturen* im Sommersemester
2002 an der RWTH Aachen (Priv.-Doz. Dr. Y. Guo). Es handelt sich nicht um eine offizielle Veroffent-
lichung des Lehrstuhls C fiir Mathematik.

Wir ibernehmen keine Gewahr fur die Fehlerfreiheit und Vollstandigkeit des Skripts. Korrekturen kdn-
nen anpost@mark-wiesemann.geschickt werden.

Wir bedanken uns bei Dr. Guo fiir die zur Verfiigung gestellten Chinesischen Bezeichnungen und
Namen.

Volker Krause

Tobias Lohmann
Christian Lucking
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1 Abzahlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

8 1 Elementare Zahlprinzipien

M: endliche Menge
| M |= Anzahl der Elemente vol
[M|=nneN={12,...} & Es gibt eine Bijektionf : M — {1,2,...,n}.
Eine MengeM mit | M |= n heil3tn-Menge.
|M|=0< M =0 (leere Menge).
1.1 Lemma (Mengen)
SeienA undB zwei Mengen.
(@) | A|=| B|< Es gibt eine Bijektionf : A— B.
(b) |AB|=|A|+ |B]; AlYB heillt dieDISJUNKTE VEREINIGUNG VOon A undB, d.h. es gilt:
ANB =0 (vgl. Abbildungenl.1und1.2).

A B

Abbildung 1.1:Disjunkte Vereinigung vor undB (Aly B)

A B

Abbildung 1.2:Vereinigung vorA undB (Al B)

(©) [AxBI=[A[-[B]
AxB={(a,b)|aec AAb e B} heiBtkARTESISCHESPRODUKT von A undB.

1.2 Folgerung

SeienA undB zwei endliche Mengen.
Abb(A,B) := B* = Menge aller Abbildungen voA nachB.
Dann gilt:| BA |=| B |4




13

1.4

15

1.6

1.7

1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Beweis

Seien| A|=nund|B|=m, alsoA= {aj,ay,...,an}.
BA — Bx B x... x Bist eine Bijektion.
—_——————

n-mal
:>\BA|:\B><B><.‘.><B\1iC)|B|-\B|~--\B|:|B|“:|BHA|. O
— o
n-mal n-mal

Definition (Permutation)

SeiA eine Menge.
f : A— Aheil3t ERMUTATION von A, wennf bijektiv ist. ]

Lemma

SeiS,:={0|0:{1,2,...,n} —{1,2,...,n} bijektiv} :==Sym{1,2,...,n} (SYMMETRISCHE GRUPPE
vom Gradn).

Dann gilt:| Sy |=n-(n—1)-(n—2)---2-1=n!

(Bemerkungn! = Anzahl der Méglichkeiten, eine-Menge anzuordnen.)

Beweis

s. Lineare Algebra | O

Satz (Potenzmenge)

Die Anzahl der Teilmengen einerMengeA ist 2" (d.h.| A|=n= | P(A) |= 2", wobei RA) = {B |
B C A} die POTENZMENGEVON A ist).
(Beispiel:A={1,2}, P(A) = {0,{1},{2},{1,2}})

Beweis

SeiBC A
1 ,furxeB

A 0,1 =
X8 :A—{0,1},Xs(X) {O _sonst

heiRtCHARAKTERISTISCHEFUNKTION von B.
B={xe Al xs(x) =1}.
= Es gibt eine Bijektionf : P(A) — {0, 1} mit f(B) = xg fiir alle B C A.
= A - |Al_ on
= |P(A) [=[{0,1}"| = [{0,1}|*=2" O
Folg.1.2

Definition (Teilmengen)
SeiAeine Menge unt € N mitk <| A|.
Pc(A) = (g) =:{BCA||B|=k} = Menge allek-Teilmengen vorA. O

Bemerkung

PLA) = 1 Pu(A).n=| Al

|.emg§.1(b)| P(A) |=| Po(A) | + | PL(A) | +...+ | Pa(A) |= g | Pc(A) |. O




§ 1 Elementare Zdhlprinzipien

1.8 Lemma
SeiA eine Menge mit A |=n. Dann gilt:
~(/n\ n-(n-1)-(n-2)---(n—k+1)  nl
[PdA) = <k> n k! Ck(n—Kk)!
Beweis
| {(by,b2,...,bx) | by € Al # bj furallei # j} [=n-(n—1)-(n—2)---(n—k+1).
~—_————
geordnete&-Tupel
Es gibtk! Anordnungen vorby, by, ... by.
n-(n—-1)-(n—-2)---(n—k+1 n

2. Beweis von Satz 1.5
Zu zeigen| P(A) |= 2", wenn| A|=n.

IPA) = 3 [P(A) = 3 (”) _3 (”) gk, qn-k Binomialsatz 4 4 gy _ on 0
K=o Ko \K Eo \ k

1.9 Satz (Pascal-Dreieck)
Far allen,k € N mit n > k gilt (vgl. Abbildung1.3):

ny (n-1 n n—-1
k) \k—1 k
Beweis 1 (durch Nachrechnen)

n-1 n-1 n - .
<k— 1> + ( K > =...= (k> , S. Analysis fur Informatiker.

Beweis 2 (kombinatorisch)

E = Anzahl derk-Teilmengen vorA mit | A|=n.
Px( A )={M C{as,az,...,an} | | M |=Kk} (partitionieren)
={a,a,.,an}
={M'U{an} IM’ C{ag,a,...,an} und [ M’ [=k—1}W{M" C {a1,a,...,an-1} | | M" |=k}
N ny (n-1 n n—1 0
k) \k—-1 k
1 n=20
1 1 n=1
1 2 1 n=2
1 3 3 1 n=3
1 4 6 4 1 n=4
1 5 10 10 5 1 n=>5

Abbildung 1.3:Pascal-Dreieck fin=0,1,...,5

1.10 Satz (Vandermonde’sche Identitat)

(") -5060)




1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Beweis
SeiA eine Menge mit A|=n+m, also)A=BlC mit | B|=nund|C |=m.
A
(1) = X CAIIX = kund [XMBI= -0,
[

()]=2,0) () .

A A
Dann gilt: =
J (k) 1=0 (k>|
=2
Bezierkurven (Anwendung der Satze 1.9 und 1.10 in der Computergraphik)

E =

= ()10

e FREIFORMKURVE: eine gewtnschte Kurve soll durch mdglichst wenige Punkte méglichst gut
beschrieben werden.

e SPLINES. beruhen auf Polynomen

e BEZIERKURVE: StitzstellerPy, P, ..., P,
n . n . .
P(t) := S Bni(t)-R,t €[0,1], wobeiBn;(t) = <|) -t (1—t)"' (BERNSTEINPOLYNOM
i=1

Satz1.9 = Rekursionsgleichung
Bni(t) =t-Bnij-1(t) +(1—1)-Bni;(t)
Sie liefert eine effiziente Berechnung der Bézierkurve. d

1.11 Lemma (Doppeltes Abzéhlen)

SeienSundT Mengen undRC SxT eine Relation.
N——
={(st)|scSAteT}

st (sntir), (snti2), (sntiz) | i (ti,s1), (ti,S2)
S (s2t21), (S2t22)

it (Sntna)
DanngiltjR|= 3 |{teT|(st)eR}| (Zeilensumme)
€5

=5 |{seS|(st)eR}| (Spaltensumme) O
teT

1.12 Satz (SCHUBFACHPRINZIP)

b1

bz @

t1 @




1.13

1.14

§ 1 Elementare Zdhlprinzipien

Ist f : X —Y eine Abbildung und gilt X |>| Y |, so gibt es eity € Y mit | f~1(y)| > 2.
(Verteilt mann Elemente aufn Facher, woben > mist, so gibt es mindestens ein Fach, das 2 Elemente
enthalt.) |

Beispiel (Schubfachprinzip)

(1) In jeder Gruppe von 13 Personen befinden sich zwei, die im selben Monat Geburtstag haben.

(2) Injeder Gruppé® von Personen gibt es immer zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Personen
in P kennen.

(Annahme: Die Relation ,kennen* ist symmetrisch.) |

Pl P5

P4

P3

Beweis

SetzeP = {p1,p2,...,Pn}
f:P—{0,1,2,...,n—1}
Fall 1: 3p; € Pmit f(p;) =0
= f(pj) #n—1,¥p; € P\ {pi}
= f(p)€{0,1,2,...,n-2})

n—1 Zahlen

Fall 2: Vp; € Pmit f(p;) #0
= f(p) - {1,2,3,...,“*1})

n—1 Zahlen

Somit gilt:| P|>| f(p) |.
Nach dem Schubfachprinzip gibt es mindestens zwei Persgnamd py mit f(p) = f(pk). d

Satz (verallgemeinertes Schubfachprinzip)

Ist f : X — Y eine Abbildung, so gibt es eine Y mit | f~1(y)| > [%1

(Beispiel: Verteilt man 7 Blcher auf 3 Facher, so gibt es mindestens ein Fach, das 3 Blicher enthalt
etc.)

Beweis (indirekt)

Annahmeiy €Y :|f1(y)| < {%W _1

xi=19, 17200 = 5, 100 < v (] =2) < vl (| X | +1) 1)
=[X]-1% 0




1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Ruckblick auf Lemma 1.1 (c) und (b)
|AxB|=|Al-|B|
e M=A; xAryx...x A,
SIM|=| A || Ag] | A \:i:ﬁlm— | (Produktregel)
Seien A und B zwei disjunkte Mengen so gjlAYB |=| A| + | B
e SeienAq, Ay, ..., A, paarweise d|51unkte Mengen (dA.NA;j =0 furi,j e {1 2,...,n} mit
i Zj)undS=AUJAU...UA = UA|=>|S|—|A1|+|A2|+ A= Z\|A||

Summenregel

Problem:
SeiS=A1UAU...lUAn wobeiAq, ..., A, nicht unbedingt paarweise disjunkt sind.
|S|="7
Triviale Beispiele:

e Fir zwei MengerA; und Ay:

[ AUA2 [=[ A + [ Az | — [ AN A2 |
e FUr drei MengerA;, Ay undAg:
| ALUAUAS | =[ Ar |+ [ Az | + [ As]
7|A1ﬂA2|7|A1ﬂA3|7|A2ﬂA3|+|A1ﬂA2ﬂA3‘ O

1.15 Satz (Prinzip der INKLUSION und EXKLUSION, SIEBFORMEL)
Fir endliche MengeA, A, ..., A, gilt:

Ai ‘ N rzl(_

i=1

r
N A,
1I<ip<..<ir<n|j=1

Beweis

n
Seiae |J A beliebig.

i=1
(1) Aufder linken Seite wirda genau einmal gezéhlt.

(2) Zu zeigen: Auf der rechten Seite wiecauch genau einmal gezahilt.

n |
Annahmeac A, j=1,2,...,lundag U A\ U A,
=1 j=1

r I
Dann wirda in der Summe S | N A | genau (r>-mal gezahlt. Denn{ty,to,...,t}

I<ii<.<ir<n j=1

I .
enthalt genaL<r> r-Teilmengen, s. Lemma.8.

= aist auf der rechten Seite genau

;zl(l)r—l<:> =1+ (_“él(_l)r_l(lr)) = 17;20(71)r ('r)




§ 2 Mengenpartitionen

__Il_r_lfr:__ I _
=1 rzo(r)( nr-1 1—( 12—1) 1

mal gezahilt. ]

1.16 Beispiel

Seike NundMy={ne N |1<n<100Kkteilt n}.
Bestimmen Sie:
| M2JM3JMs | (Anzahl der durch 2 oder 3 oder 5 teilbaren natiirlichen Zakla®0)

LOsung:
| M |= | 1], da genau jedk-te natirliche Zahl durck teilbar ist.
| M2|Ma(JMs | =Mz | + [ Mg |+ [Ms | — | Ma[ (M3 | — [ M2[|Ms | — | M3 Ms |

—— —— ——
=Me =Mzp =Ms5

+ | M2(\M3[ | Ms |
=M3p
100 100 100 100 100 100 100
- M " M " M B M B M B hsJ " M
=50+33+20-16—-10—-6+3
=74 O

§ 2 Mengenpartitionen

1.17 Definition (Partition)
SeiM eine Menge mitM |=n.

e Eine RRTITION P von M ist eine Zerlegung voM in eine Vereinigung disjunkter nichtleerer
Teilmengen.

o Gt M=A A ... A« mit A £ O flri e {1,2,... k}, so heil3tP = {A1,Ay,..., A} eine
k-Partition vonM.

e Parf(M) := {P | Pist einek-Partition vonM }.
e STIRLINGZAHLEN zweiter Art:

Sk :=|Park(M)| farn,k >0 undSpo:=1

Sk =: { E } = Anzahl derk-Partitionen einenn-Menge.

1.18 Beispiel
(1) M={1,2,3,4}
Parg (M) = {M}
Parb(M) = {{{1},{2,3,4}};{{2},{1,3,4} };{{3}.{1, 2,4} }: {{4}.{1.2,3} };{{1, 2}, {3, 4} };

{{1.3},{2.4} 1, {{1.4}.{2,3}}}
= {{AM\A} |ACM,A+£0,A#M} fir |[M|=n.




1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Im Allgemeinen:

| Parb(M) |= 3(2"—2), fir [M| =n
(2) Furn>1gilt:

Sho=0

Si1=1

Smn—l = (;)

Sin=1
Istk > n, so giltS,k = 0. O

1.19 Satz (STIRLING-DREIECK ZWEITER ART)
Fir allek,ne Nmit 1 <k <ngilt
Sik=S—1k-1+K-S—1k
Beweis (kombinatorisch)

SeiA={aj,ay,...,an}. Dann gilt:
Park(A) = {PcPark(A){a.} €P} U {P € Park(A)[{an} ¢ P}

={P'U{an}P'cPark_1{ay,....an-1}} ={{{an}UB1,B2,....B¢},{B1,{an}UB2,B3,.... By},...,

= |Park(A)| = |Park_1{a1,...,an-1}| + k- |Park{as,ay,...,an-1}|

= Sk=S-1k-1+K S—1k O
1 n=20
0 1 n=1
0 1 1 n=2
0 1 3 1 n=3
0 1 7 6 1 n=4

Abbildung 1.4:Rekursion fur die Stirlingzahlen 2. Art (Stirling-Dreieck 2. Art)

1.20 Satz
SeienM undN Mengen mitf M |= mund| N |= n. Dann gilt:
(a) | Abb(M,N) |=| N |MI= n™ (siehe Folgerung.2)
(b) Menge aller injektiven Abbildungen vavi nachN:
[INj(M,N) |=n=n-(n—1)---(n—(m—1)) (,n hochmfallend")

(c) Menge aller surjektiven Abbildungen v nachN:
| Sur(M,N) [=nl - Sp

Beweis

SeiM = {a3,ay,...,am}
(b) f:M — Ninjektiv < f(a) # f(a;) flri # j

Somit gibt es fiirf (a1 ) n Abbildungsmdglichkeiten, fuf (a2) entsprechend — 1 Méglichkeiten
usw.

Fiir f (am) bleiben letztendlictm — (m+ 1) Mdglichkeiten.
Nach der Produktregel folgt die Behauptung.




§ 3 Permutationen

(c) SeiN ={bg,by,...,bn}, f : M — N surjektiv.
{{aecM|f(a)=bj}|j=1,...,n} € Park(M)
Fir eine feste-Partition vonM permutiert man die Elemente k.
= Einen-Partition vonM entsprichtn! surjektiven Abbildungen, d.h.:
[Park(M)|-nl = |Surj(M,N)|
N

=Snk
Also: |SurjM,N)| =n! - Sy« O
1.21 Satz
n
M=y nk.SpxmitmneN.
k=0
Beweis

SeienM undN Mengen mitf M |= mund| N |= n. Dann gilt:

Abb(M,N) = |4 SurjM,A)
ACN

D.h. man kanrf : M — N als surjektive Abbildung voiM nachf(M) auffassen.

n™ = |Abb(M,N)| = |Surj(M,A)|
AC
=>( Surj(M, A)|)
kZO Agz('z)
n
=>( k!~ Smk)
k=0 Ac(})
n N)
= K-Sy
AORES
N nk
= — kS,
k=0 k! -
n
=Y k- Snk 0
k=
§ 3 Permutationen
Wiederholung
S=Sym{1,2,...,n}:={a:{1,2,...,n} — {1,2,...,n} | abijektiv }
i/ =n!

Jede Permutation € S, kann man durch eine Wertetabelle angeben.
g 1 23 456 7 8 9 10 11\ i
“\4 37 2195 8 11 6 10/ afi)

(1 4237 50(6 9 11 100 (8) O




1.22

1.23

1.24

1.25

1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Definition (Zyklus)

Eink-ZykLUS (i1i2i3...ik) iSt eine Permutation € S, mit

G(il) = iz,d(iz) = i3,...,d(ik,1) = ik,d(ik) = i]_ unda(i) = fur allei ¢ {i;]_,i27...,i|(}7

wobei{iy,iz,...,ik} €{1,2,...,n}. O

Bemerkung (Zyklen)

(1) Ein Zyklus ist nur durch die Reihenfolge der Elemente innerhalb des Zyklus bestimmit.
ZB.ist(1 2 4 §=(2 4 6 )=(4 6 1 2=(6 1 2 4,
aber(1 2 4 §+#(1 2 6 4.

(2) Jedesy € S, lasst sich als Produkt von Zyklen schreiben. (Beispiel s. 0.) |

Beispiel

M ={1,2,3}, S, = Sym{1,2,3}
|S§3|=jg})(2)(3)»(1)(2 3.1 3,031 2.1 2 3,1 3 2} -

Definition (Stirlingzahl)
Die Anzahl der Permutationen vdd, 2,...,n}, die genalk Zyklen haben, heiBt BRLINGZAHL ERS-
TER ART, bezeichnet mis;, « oder{ E }

Sk =0flrk>n
So=0firneN
So70:=1 O

Beispiel

Nach dem oberen Beispiel gilt:
$81=2,%82=3,33=1

Satz (Stirling-Dreieck erster Art)

Fur allek,ne N mitn> k> 1 gilt:
Sk =S-1k-1+(N—1)Sh-1k

Beweis (kombinatorisch)

Beispiel:M = {1,2,3,4}, Permutationen voM mit genau 3 Zyklen:
{1 23)@.(1 32@.19(2)(3),(2 3(1)4),(2 910)(3),(3 D)2}

{010030...00k| 0100720...00k Permutation vo{1,2,...,n}mit genawk Zyklen}
{0} 00%0...00,_;(n) |0} 00%0...00,_; Permutation vo{1,2,...,n— 1} mit genauk — 1 Zyklen}

n-1
W {0 0050...00) | 0] 00y 0...00 Permutation vor({1,2,....n—1}\{iHh)u{ (i,n) }}
i=1 als eine Zahl

= Sik=5S-1k-1+N—1)sh_1k O

10



§ 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

1 n=0

0 1 n=1

0 1 1 n=2

0 2 3 1 n=3

0 6 11 6 1 n=4

0 24 50 35 10 1 n=>5

Abbildung 1.5:Rekursion fiir die Stirlingzahlen 1. Art (Stirling-Dreieck 1. Art)

1.26 Bemerkung

8 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

Bei der Komplexitatsanalyse von Algorithmen entstehen oft Rekursionsgleichungen, z.B.:

a=0
a=1
8h=an-1+8n-2

8 = (ah-2+an-3)+an-2=2a 2+an-3=...
Um die Losung zu finden, brauchen wir ,,erzeugende Funktionen®.
Rekursionsgleichungen beschreiben unendliche Folgen:

(Bn)new = 80,81,82, ..., an, - .-
Wir fihren eine neue Schreibweise fir die Folgg) . €in:

apt+arXx+axXe+...+apxX"+... = Z)anx” (,formale Potenzreihe*)
n=

1.27 Definition (erzeugende Funktion)

SeiK ein Korper (z.BK = IR, C) und (an)ncx, € K” eine Folge. Die formale Potenzreihe

A(X) = ribanx”

heiRtERZEUGENDEFUNKTION der Folge(an),cy,, also:

A= 3 ek’ = (@nhen,
K[[x}]:{i}anxﬂaneKVnelNo} O

1.28 Bemerkung

1 ,furn=Kk
1) Firk € No gilt: x¢ = mit a, = ’ .
( ) 0 g (aﬂ)neNO an {0 , SOnSt

1 =k
<6n_k:{ N heif3t KRONECKER-SYMBOL)
’ 0 ,sonst

Xk = (6k,n)

nelNg

11



1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

i e | 0 ,j=01..m-1
2) F N gilt: n_ (b)), j = N
() irme No gilt ngmanx (bl)]elNo mltb] {aj ,jZm
0 ,i#knVneNg

3) Firke N gilt: S ap<" = (by), . mit by — .
®) g nZoan (Biex, ' {an ,i =knfireinne No

(4) Unterschiede zwischen Potenzreihen aus der Analysis und formalen Potenzreihen / erzeugenden
Funktionen (s. Tabell&.1):

Tabelle 1.1Unterschiede zwischen Potenzreihen aus der Analysis und formalen Potenzreihen / erzeu-
genden Funktionen

Potenzreihen aus der Analysis Formale Potenzreihen

f()= 3 anc AM) = 3 8" = (@n)nex,
n=0 n=0
unendliche Summe keine Summe, nur eine neue Schreibweise
der Folge(an)nelNO
Funktion vonx i.A. nichts einzusetzen
Konvergenzfrage keine Konvergenzfrage

(5) Seien(an)nen, Und (bn)ncn, ZwWei Folgen undh(x) = § anx", B(x) = § byx". Dann gilt:
n=0 n=0
A(X) =B(X) < an=bn Vne Ng

Im Folgenden werden wir fur die formale Potenzreihen Addition, Multiplikation, Division, Ableitung
usw. definieren. O

1.29 Definition (Faltung / Konvolution)

SeiK ein Korper undan)nen, und (bn)nen, € K*,a € K.
(1) Addition ,+“ E anx" + § bx" = E (an+bn) X", Xy = (anern)nelNo
n=0 n=0 n=0
) 00 oo n
(2) Multiplikation ,,-“: (Z anx“> '(Z bnx”) =73 (Z akbnk) XN
n=0 n=0 n=0 \k=0

FALTUNG oder KONVOLUTION der Folge(an) e, Und (bn)nen,

(Cauchy-Produkt aus der Analysis)

B)a Yy ax":= 73 a-ax" O
n=0 n=0

1.30 Lemma (Verschieben von Folgegliedern)

[e0] [e]
m n m
X ~Z)anx = > an-nX
n= n=m

(D.h.:x™- (ag,a1,82,...) = (0,...,0,a0,a1,ay,...).)
——

m-mal

12



§ 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

Beweis
_ n m_
—(zb ot (£) o
( Omkan— k> X"
an O
1.31 Beispiel
Es gilt:
XM X" = x™" mit m,n € Ny O
1.32 Satz
SeiK ein Kérper
(a) KI[X]] ist einK-Vektorraum.
(b) (K[[X]],+,-) ist ein kommutativer Ring mit Null 8= 0-x° und Eins 1= 1-x° = (1,0,0,...).
Beweis
(a) siehe Lineare Algebra
(b) durch Nachrechnen a

1.33 Bemerkung

Gilt A-B =1 in einem kommutativen Ring mit Eins, so BdurchA eindeutig bestimmt und es wird
B=A"1= 1 bezeichnet (ebensd= B~ = 1) undA (und auctB) heiRtINVERTIERBAR. a

1.34 Lemma

In K[[X]] ist § c'x' fur jedesc € K invertierbar und
iZo

S dxi =
LT 1-cx
Beweis
(1-cx) zoc'x' =5 cX —cx$ X
i= i i=
_ dx —c C'XH_l

o
>
p— ‘
M 8 W 8
o
+
AN
>
+
AR

Q.
b
[

IMs Mg [Ms ‘I_l)'[\l/ls

il
o

o

Il
P
b

13



1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

1cx

<Bemerkung: Wegeq}—CX Z ¢'X ist — eine formale Potenzre|h>é

1.35 Beispiel (Code mit variabler Wortlange zum Komprimieren von Daten)

SeienB,, := {a,b,c} undZ := {0,1}.
Furk € IN seiW := {Folgen aus Buchstaben gefolgt vok—i Ziffern | 1 <i < k}.
(Z.B.: ab0, abk001Q abcll)

~ ——

eWs ew, eWg

Es gilt:
k=1 . ) k. ]
W= W[ = 5 32" = %3'2”' _ ok gk (Gl kil gk _gk_p.gk
i=1 &
N—_——
=Cx
Behauptung

Ck = 3k+l _ 2k+l

Beweis

3,00k =3 (5920
- <ii3‘x‘><§02ix‘>

1 1

33X 1-2x
2

=

— 3 _
S 1-3 1-2
=3. (Zsk X) =2 (3 2%

k=0 k=0
o0
Z) 3k+ 1 2k+ 1
=Cy

1.36 Satz (Inversion von Potenzreihen)

Genau dannish= S anx" € K[[X]] invertierbar, wenmg # 0 ist.
n=0

Beweis

Alist invertierbar< es gibtB = Zobnxn mitA-B=1
n=

< [ < n 1 ,firn=0
A-B= bk | X"=1 & bhk=14_ '
nZO <k2)ak ) k) kzoak ok {O , sonst
& aghp =1 n=0

agbh1 +ajbg=0 n=1
aghy +a1by +apbp =0 n=2

Ist Ainvertierbar, so musagy # 0 sein. Umgekehrt isdg # 0, so definiere:
bo = % €K, by,= —%(albn—l-f—azbn_z + ...+ anbo) rekursiv,n € N.

14



§ 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

1.37 Beispiel
(1) A=1—-cx= § ax"mitag=1l,ap=-Cag=a=...=0
n=0
BestimmeA1.
Lésung: SeA 1 = E bnx". dann gilt:aghg = 1=bg =1
n=0

b +aybgp=0<1-bi—c-1=0=by=c...bp=c"
a0b2+a1b1+a2bo:0:>b2:c2

Also: = CX Z c"x" (,geometrische Reihe")

2 :1.1:(wc“x“>-(mc”x“)— ok x”:oo n+41)cx"
@ (1-cx? CX Tox d-ex nzo nzo go kzov nZO( )

Insbesondere;—— = E (n+1)c™Ix"  (Ableitung?) O
(1—cx) nZo

1.38 Definition (Ableitung)

Die AbbildungD : K[[X]] — K[[X]] mit § anX" — E (n+1) an+1X" heiBtFORMALE ABLEITUNG.
n=0

n=0

BemerkungD : K[[X]] — K][X]] ist eine Operation auf Folgen:

D:ag,a1,a2,...,8n,... — & ,2-a,3-a3,...,N-ap,... ([l
N~ =~ N~
x0 x1 xn-1

1.39 Lemma
D : K[[X]] — K][X]] ist K-linear und es gilt:
@D =n""1n>1

(b) D(A-B) =D (A)-B+A-D(B)

Beweis

Nachrechnen! O

1.40 Folgerung

Ist A € K[[X]] invertierbar, so ist

DA™ = —%
Beweis
A-A 1= D(1)=0
= 0= D(l) D(A-A 1) = D(A)- A~ +A-D(A™)
=A-DA1H)=-DA)-A?
= DAY = DA(ZA) H

15



1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Neuer Beweis zum Beispiel 1.37 (2)

® 1
A=1—cxeK[X]],Al:=75 X" = ,D(A) = —c
xe K[[X]] 2= (A)
N e nilyn
DA™Y = nz (n+1)c™x
Def. 1.38 A
D —C ®
D Afl - _ — — 1 n+1yn
< b A2 (1—cx)? ngo(m- JeTX
Folgerungl.40
1 [
= 5 (N+1)cX" -

T2 o

1.41 Folgerung
Firme IN qilt:

i (n+m—1>Cnxn
(1—cxm n; m-—1
Beweis

Ubung. O

1.42 Bemerkung

e Erzeugende Funktionen kann man im Prinzip wie ganz normale Funktionen (in der Analysis)
behandeln.

e Falls es zu einer Funktidn (aus der Analysis) eine Potenzreihe gibt, dann kann man diese durch
Taylor-Entwicklung um die Null beschreiben:

® g (n)
F(x)= Z}F n!(o)x" = (F n!(0)> 0
n= neNg

Formale Potenzreihen und ihre erzeugenden Funktionen (vgl. Tabelle 1.2)

Furr € R definiert man (verallgemeinerte Binomialkoeffizienten):

<r) 1, (L) _ r-r—1)-(r—=2)---(r—k+1) vke N

0 k!
(14+x)" = E <n>xk,ne]N
K=o \K
<) y K
y:
Ve?:”g.(l—kx) kZO <k>x yeR. O

8 5 Rekursionsgleichungen

Einige grundlegende algorithmische Verfahren

¢ Divide and Conquer-Algorithmen
Idee:

— teile das zu I6sende Probldpin kleinere Teilprobleme auf (Divide)
— l6se die Teilprobleme
— berechne aus dem Lésungen der Teilprobleme die Losung y@onquer)

16



§ 5 Rekursionsgleichungen

Tabelle 1.2Formale Potenzreihen und ihre erzeugenden Funktionen

an Folge Potenzreihe erzeugende Funktion
® 1
1 111,... n —
Rt ) nZOX 1—x
n 0,1,2 S !
[t Rt nZo (l—X)z
® 1
c" 1,c,c?,... cx"
B nZO 1-cx
X(14x)
n? 0,1,2,4,... n2xn
nZO (1*X)3

7/ N N
3—1

3_|_\_/
=
dﬁ
N\
N —
~__

) .

N

M
o
7N
>
__
><3
—
|_\
+ |
X

r+n r+ ° /r+n 1
1r+1 X"
) o ( ) nio( n ) 1

1 1 © 1 1

- 0,1 =xn In——
n 2 n;n 1-—x
1 1 © 1

— 1,1, —,.. —x" er

n! 2 nZon!

Beispiele: Bindre Suche, Merge-Sort, euklidischer Algorithmus
e dynamische Programmierung (Optimierungsprobleme)
e Greedy-Algorithmus
Bei der Analyse von Algorithmen kommen Funktionen der Form
F(n)=F(n—1)+F(n—2),n>2undF(1)=1F(0)=0

oder

T ([3]) 7 ([3]) > 2unsri

vor. Fir die Bestimmung der Laufzeit (Anzahl der Rechenschritte) von Algorithmen spielt das Lésen
von Rekursionsgleichungen eine zentrale Rolle. a

1.43 Definition (Rekursionsgleichung)

Eine Rekursionsgleichung der Form

@) =C18n 1+ Co8n 2+ ...+ Ckan k+ bk Vn >k (%)
mit den Anfangsbedingungen="b;,i =0,1... k—1, heiRtLINEARE REKURSIONSGLEICHUNGK-ter
Ordnung.

Gilt by =0, so heil3{*) eineHOMOGENE LINEARE REKURSIONSGLEICHUNG
Gilt b, # 0, so heil3{*) eineINHOMOGENE LINEARE REKURSIONSGLEICHUNG O
1.44 Beispiel

(1) Spezialfall der homogenen linearen Rekursionsgleichung:
an - C'an—lan 17aO: bo

17



1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

a;=c-ag==c-bp
ap=c-a;=c-C-bg=c? by
Lésung der Gleichunga, = bg - "

(2) Spezialfall der inhomogenen linearen Rekursionsgleichung:
an =C-ap_1+by,n> 1 ag = bg mit c, by, b; konstant
Behauptung:

n

c"—-1
bo-cn+b1-ﬁ ,fallsc#1

bo-+n-by ,fallsc=1
Beweis (durch Induktion tibem):
bo-ct by S L fallsc1
n=Llay=c- a +b;={"7" e
—by bo+1-by fallsc=1
n—n+1:
1. Fall: c#1:
c1-1
anc'anlerlC'(bO'Cn_lerl‘ ) )+b1
c"-1 c"-1
— .qn . — .cn .
=hg-c"+by (cl +1> bo-c"+ Dby o1
2.Fall: c=1:
an=2an-1+b1=(bo+(n—1)-by)+by=bo+n-by O

1.45 Beispiel

an := Anzahl der Worter mit der Langelber{a, b}, die keine zwei aufeinander folgends enthalten.
(Z.B.:a; =2 (a, b),ax = 3 (ab, ba, bb))
ah=an-1+a,2,n>3 a

1.46 Beispiel (Fibonacci-Zahlen)

Ein Kaninchen bringt ab seinem zweiten Lebensmonat jeden Monat ein weiteres Kaninchen zur Welt.
Falls Kaninchen unsterblich waren, wie viele Kaninchen werden durch ein einziges Kaninchen nach
Monaten geborerH,)?

Antwortt o =0,F =1,Fh=1R=1+1=2F~R=1+2=3,... Fh=F_1+F_2

Die ZahlenF, fiir n € Ng definiert durchy =0,F, = 1, F, = F,_1 + F_» flr n> 2 heil3en BBONACCI-
ZAHLEN.

Nun berechnen wik, explizit mit Hilfe der erzeugenden Funktionen:

F=FX) = zOFn-xn
n=
= FO'XOJrFl'XlJr ZZ(Fn—lJanfz) X"
n—=

=R X’ +F x4 %Fn,l-x’ur ;Fn,zx”
n= n=

=R X+F Xt +x-F—Fy-x+xX*-F
fr— . 2.
= X+X-F+x°-F

18



§ 5 Rekursionsgleichungen

X
“F=15o% .
. . X a
Seien nuro, 3,a,b € C mit T2 1—a~x+1—B-x'
Dann gilt:
iFn‘Xn:F: a ,_b a~ia”x”+b-§[3” iaa +b-B")-X
‘& l1-a-x 1-B-x & S S
Somit gilt:
Fi=a-a"+b-p"
X X X
Wegen——— = =
1-—x—Xx2 ~— 5 1
X Xquadr Erganzung (X+ ) [%_(X_F?)] [f+(x+ )}
? ?
= - + (Partialbruchzerl.)
5-1 541
(52 ) (52
1 1
_ V5 n 5
1-Y5H .y 115
D.h.:a:1+\/§7[3=1_\/§, — —i
2 n2 \f \/E
1 (1+V5 1 (1-+5
:>Fn:7' —— |:|
s\ T2 s\ 2

1.47 Bemerkung (Goldener Schnitt)

Die Zahl l%ﬁ = O heil3t GOLDENER SCHNITT. Diese Zahl taucht bei verschiedenen Untersuchungen
auf, z.B.:

(1) t 8-t
Bedingung:
_ .t (_ .1
?_ﬁ(_%fl) 0<t<s
Setze:} = x. Dann gilt:
_ 1 2 _ _ 1+V5
X=3=3 & X —X=1=0&Xx =7~

Somitistx (= §) = HT\@

2 0 X 1
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1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

i —Formel
Esgit % = § o107 By, s
VBl 2 1
=x=35t= 2.~ $~0618 -

1.48 Satz

@n = Cran_1+Czan 2 flir a; = by, a0 = bo
Seiena, B zwei Lésungen der Gleichung — c1x— ¢ = 0 und

by —by
A {ggﬁ fallsa #£ B

by—b
A8 fallsa =B
by—b

B 10(_8" fallsa # B
bo Jallsa=p

Dann gilt:

_ JAd"-B-p" fallsa#B
" | (An+B)-a" fallsa=p
Beweis

Induktion Ubem, analog zum Beweis von Beispitl44(2). O

Schema zum Ldsen von (homogenen) linearen Rekursionsgleichungen

an = C1an_1+Coan_2+ -+ @k firn>k
mitay =bj furi=0,1,..., k-1

(1) Aufstellen der erzeugenden Funktion:

A(X) = S anx"
=0

n

(2) Anwendung der Rekursionsgleichung:
A(X) = ag+aiX+apxe + - - + a1 X4 zkanxn
n=
= bo+byx+ -+ b Zk(clan—l +Con 2+ -+ C@n_K)X"
n=.

=g+ biX+ -+ b X4 chlanflxn + zkaansz" ot chkankan
n= n= n=

[ee]

=bg+bix+ -+ b X epx zkanflerl + X2 Ekanfsz 4o chkan_kX”"‘
n=. n= n=

k2 k3
= bo+ b1+ - + b XL egx- (A(x) — Z)aix') + X2 (A(x)— Z}ax‘) +...
= =

k-3

k72 . .
= bo+ b1+ - + b1 XL+ c1x (A(x) — Zjax') + Cox? (A(x) - Z)aix') 4+ 4o AX)
= =

(3) Auflésen nach A(x):

A(X) = do+dyx+-+dj_ XKL

Salirerevirsse. —— fur geeignetely,ds, ..., dk_1.
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§ 5 Rekursionsgleichungen

(4) Partialbruchzerlegung der rechten Seitg(in C, vgl. Afl, 9. Ubung, Aufgabe 8)

t
Seil-c1—CX2— - — Xk = (1—01-x)™-(1—az-x)™...(1—a¢-x)™ mit ¥ m =kund sei:
is1
_dottyxto+de 6 gi(x) a0 L g®
A(x) == 1,1C1X,...,kcklxk = (17§1x)m1 o g™ = 2 Toa™

i=1
Wobeigi(x) ein Polynom mit Grack m — 1 firi =1,... tist.

(5) Nach Tabellel.2

Lg L @ (n+m-—1 n 2 on
w =5, g = 50 (£, (Mg ) ) o e

n
umformen

Dann gilt:a, =gn, N>k O

1.49 Beispiel
anh =531~ 7an-2+3an-3,Nn>3mitag =1, = 5,8, =19

Ldsung:

SeiA(x) = ¥ ax". Dann gilt:
n=0

A(X) = ag+a1x+aX + 23(5an—1 —Tan_2+ 3ap_3)x"
n=

= ap+ ayX+ aX? + 5x ( Ean_lxM) — 7% ( Zzan_zx”2> +3¢ < ;an_sxr”)
n= n= n=

= ag+ X+ aX* + 5X (A(X) — (a0 +a1X)) — 7x% (A(X) — ag) + 3A(X)
= 14 5x+ 19¢ + 5x(A(X) — (1+5%)) — X2 (A(X) — 1) + 3CA(X)
1+x2 1+x2

T 1o+ 72—32  (1—-x)2(1-3x)
1 3 5

= A(X)
_2%72 2
- (1-x)2 R
1 1
~3). >

(1—x)2 T
=n+1

2 /n+1 52
:E(xf ).n;< 1 )xn+2nzo(3x)”

5 3
=1+5x+ (3”—n+>x”
S\ 2 2

1
_é(x

=

8

Nl

3N _n—

NIlw

= an= ,n>2 0

1.50 Beispiel (Catalan-Zahlen)

Klammer: ( , ) (2 Klammern)
N~~~ N~~~
offnende schlieRende

Klammerketten{())(), ) (), &

Zulassige Klammernkette:
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151

1.52

1 Abzidhlung, Rekursion, erzeugende Funktionen

An jeder Stelle der Klammernkette ist die Anzahl der bis zu dieser Stelle vorkommenden 6ffnenden
Klammern> Anzahl der bis zu dieser Stelle vorkommenden schlieBenden Klammern und zum Schluss
sollen beide Anzahlen gleich sein.

Cn :=| {zulassige Klammernketten mihXlammerr} |

FrageC,=7?,neN

Co =
C1 =1 ()
=2 (0,00
cz:=5  ()00,(00),(0)),000), ()0 O
Lemma
Ch = ﬁ Ck-1-Chk,N>1
k=1
Beweis
( (-.)) ) (...)
~~ ~~

zulassige &k—1) Klammerungen zuléssige 8—2k Klammerungen
A := {zulassige Klammerkette minXKlammern, dessen erste 6ffnende Klammer an der Posikon 2
geschlossen wird

n n n

= WA= Y A= T Gt Crk O
k=1 k=1 k=1

Satz

o 1 (2n

" h+1\n

Beweis

Seic(x) = 3 Cp- X"
n=0

Dann gilt:
c(x) = cox? + > cnx!
=1

[ n
— n
= Co+ Zl(kzlck—lcn—k)x
Lemma _ —

[ n
=co+x Y (Y C1Cnk)X
n=1 k=1
o t41

= ,C0+XZ)(Z Ck-1C(t1)— k)X
t=n-1 =0 k=1

;El Co+ xti(gcscts)xt

= Co+X-C(X)-c(X)
Def. 1.29

n—1

Somit gilt:
X (X) —c(X) = —1|-x
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§ 5 Rekursionsgleichungen

X2C%(X) — ¢(X) = —X
= (XC(X) — 3)2 =7 — X
= Xc(X) — 5 = i%(1—4x)%

~~
—— ©
O+Cox+C1X2... nZoc"X”
o (1
= 3+ §O<ﬁ>( 47"
Tabellel.2 =
— 1 (1:t1+ 2 % 4 n_ n
=3 Z 2 (=4)7-x)
n=1
Koeffizient vonx8 ist 0=, —* als Vorzeichen
Das heil3t: L
2 __1 ad 2 _A\Nyn
CoX+C1Xc+... = 2n21(n+1)( 4)"x
1/1
—_=(2) (g1
~e=-3(2) ¢4
:,}%(%_1)(%_2) '(%_n)(il)n+l4n+1
2 (n+1)!
:( 1)n+2(%_1)(%_2) ~(%_n)4n
(n+1)!
_@-1(@-1..@2n-1)
(n+1)n!
B [1-3---(2n—=1)][2-4---2n]
B (n+1)nin!
1 (2n)!
" n+1nn
1 2n
T n+1 ( n) O

Schema zum Lésen von (allgemeinen) Rekursionsgleichungen
an= f(an-1,an-2,...,8-k),n > k—— Rekursionsgleichung
a=5b,i=012,...,k—1+— Anfangswerte

Berechnea,, n > k explizit:

(1) Aufstellen der erzeugenden Funkti(x) = § anx".
n=0

(2) Forme 3 a,x" so um, dass Anfangswerte und Rekursionsgleichnung eingesetzt werden kénnen.
n=0

(3) Weiter umformen, bis auf der rechten Seite die noch vorhandenen unendiiah@nen (und mit
ihnen alle Vorkommen von Folgegliedear) durchA(x) ersetzt werden kénnen.

(4) Auflosen der erhaltenen Gleichung nalx). Dadurch erhélt man eine Gleichung der Fadkx) =
g(x), wobeig eine (hoffentlich einfache) Funktion ist.

(5) Umschreiben der Funktiogals formale Potenzreihe (z.B. durch Partialbruchzerlegung und / oder
durch Nachschlagen ih.2).

(6) Ablesen der expliziten Darstellung fur dig (durch Koeffizientenvergleich). O
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2 Graphentheorie

8 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.1 Definition (Graph)
Ein GRAPH ist ein PaalG = (V,E), wobei

¢ V eine endliche Menge,

o EC(¥):={{xy}xyeV.x#£y}

ist.

Die Elemente volY heiRen EKEN (oder RINKTE, KNOTEN, engl.VERTICES). Die Elemente vor
heilRen KANTEN (engl.EDGES.

Statt{x,y} € E schreiben wir auch nuty € E.

Ein GraphG = (V,E) wird i.A. durch ein Diagramm dargestellt, indem man jede EckeV durch
einen Punkt reprasentiert und zwei Eckene V genau dann durch eine Linie verbindet, wemre E

Ist. (Il
2.2 Beispiel
(1) G= ({av b,c, d} ’ {aba bc, ca, bd})
b o
a d

(2) Volistandige GraphenK, = (V, (\é)) mit |V |=n

Ki: Ks:

Ko:

iy

Ks:

>t

Ka:
(3) Wege:
[
Po:

*—0
Py:

25



2 Graphentheorie

o—o—©

P2:
o—o—0 o—O
Xo X1 X2 Xn—1 Xn

Pa:

(4) Kreise:

C3:

C4.

Cn:

Ch = UgU2...UpU1

(5

~

Gittergraphen:
Mmn: m-n Ecken werden wie in einem Gitter miit Zeilen undn Spalten verbunden.
Z.B. M374Z

(6) d-dimensionale HyperwirfeDy:
V(Qq) := die Menge aller 0-1-Folgen der Lande
(0,1,0,1,...,0)
T azen

E(Qq) := {Xy| X,y € V(Qq),x undy unterscheiden sich an genauer einer S}elle

Z.B.Qz3:
zh

(0,0,1) ©.1.1)

(0.0 TLL1)

¥

(0.0.0) 0.1,0)

(1.0.0) (1,1,0)

26



§ 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.3 Bemerkung (leerer Graph)

(1) Indieser Vorlesung betrachten wir nur Graphen ohreHRFACHKANTEN und ohne SHLEIFEN.

Ein Graph ohne Schleifen hei3tTIGRAPH, ein Graph ohne Schleifen und ohne Mehrfachkan-
ten heiRtSCHLICHTER GRAPH.

G = (0,0) heilRtLEERER GRAPH.
G = (V,0) heil3t NULL-GRAPH.
(2) SeiG=(V,E)unde=xyc E
e xundy heil3en Endecken vam
e eINZIDIERT mit den Eckenx undy.

e xundy sind durche verbunden.
e xundy heiRen benachbart odepJAZENT. |

2.4 Definition (Ecken eines Graphen)

SeiG= (V,E) undx eV
e N(x) = {y e V|xy € E} heildt die M\CHBARSCHAFTVvONXin G.

e dg =|N(x)| hei’t der EKENGRADvonxin G.
Istd(x) =1, so heil3k ENDECKE .
Istd(x) = 0 so heildt XSOLIERTE ECKE .

* 5(G)=mind(x), A(G) = maxd(x)

xeV
e Istd(G) = A(G) =k, so heillt GK-REGULAR.
Z.B.istK, ist (n—1)-regular. O

2.5 Beispiel

(1) N(x1) = {x2, X3}, N (x3) = {X1, %2, X4}
d(x1) =2,d(x2) =2,d(x3) =3,d(x4) = 1 (Endecke)d (x5) = O (isoliert)

xl x5

x3 xd

x2

(2) Cyist 2-regular.
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2 Graphentheorie

2.6 Satz (Handschlaglemma, Euler 1736)
SeiG = (V,E). Dann gilt: 3 d(x) = 2|E|.
xeV

Beweis (doppeltes Abzahlen, vgl. Lemma 1.11)
In 5 d(x) wird jede Kantex «—— y genau zwei Mal gezéhlt (zum ersten Maldix), zum zweiten
xeV
Mal in d (y)). Auf der rechten Seite wird jede Kante ebenfalls zweimal gezahlt. |
2.7 Folgerung

Fir jeden Graphe® = (V, E) gilt: Die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad ist gerade.

Beweis

Nach Sat2.6gilt:

= gerade = gerade

2|E| = Z/d Z/d
gerade d( ) gerade  d(x) ungerade
Auf einem Empfang geben immer gerade viele Gaste ungerade vielen die Hand. O

2.8 Lemma

SeiG = (V,E) mit |V| > 2. Dann gibt es immer zwei Eckeqyy € V mit d (x) = d (y).

Beweis (Schubfachprinzip, vgl. Beispiel 1.13 (2))
Ubung. O

2.9 Definition (isomorphe Graphen)

Es seierG = (V,E) undG' = (V’,E’) zwei GraphenG ist ISOMORPHzu G’ (in ZeichenG = G')

Es gibt eine bijektive Abbildun@ :V — V' mitxye E & @ (x)®(y) € E'. O
2.10 Beispiel
(1) Nicht-isomorphe Graphen mit 3 Ecken:
]
» L L ¥
»

(2) Werden die Namen von Ecken (oder die Namen von Ecken und Kanten) in einem Gfapghen
(V,E) bertcksichtigt, so heifdt der GrapARKIERT 0derNUMMERIERT, z.B:

vl vl vl

SN N

¥v2 ] v? ¥] vl v} d
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§ 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.11 Definition (Darstellung von Graphen)

2.12

2.13

IstG = (V,E) ein markierter Graph mit ={vy,...,va} UndE ={ey,...,en}, so heil’t dien x n-Matrix

A= (aj) € {0,1}"™ " mitg; = L ovvicE die ADJAZENZMATRIX vONnG.
0 sonst
(Vi V2 ... Vg
V1 0
V2 0 & =A
Vi 0

1 wenny; unde; inzident

Die nx m-Matrix | = (byj) € {0,1}™™ mit byj; = { heil’t INZIDENZMA -

0 sonst
TRIX von G.
e & ... em
Vi
V2 = U
: bij
Vi
Beispiel
vl ¥2
el
vi & vi
01 01
1 011
A=lo 1 0 1
11 10
aj =0j=1,...,4 Aist symmetrisch.

2 1 0 1
13 1 .

hemln =[5 1 5 1| =A+diag  (2323) O
1113 (d(v1).d(v2).d(v3).d(va))

Satz (Adjazenz und Inzidenzmatrix)

SeiG=(V,E) mitV = {vq,...,Vn}. IStA= (&j) die Adjazenzmatrix unti= (bj;) die Inzidenzmatrix
von G, so gilt:
|17 = A+diag(d(v1),...,d (Vn))

Beweis

Lo, m 1 fallsviv; eE
Fari  j: (1-17); = Py \bikb,-/jk B { 0 sonst } A
#0 nur furee=v;vj
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2 Graphentheorie

m m
Fari=j: (| 'lT)ii :kzlbikbik: Z bik =d(v) (I
B bix " "i-te Zeilensumme voh

2.14 Definition (Teilgraph)
SeiG = (V,E) ein Graph un&/’ C V.

e G' = (V',E) heilt TEILGRAPHVvON G, wennE’ C EN (\’2’) ist; in ZeichenG' C G.

e G|V'|:= (V’,Eﬂ (\/2/)) heit der vorV’ INDUZIERTE TEILGRAPH.

ZB.
/ //
G V1 G V1 Vi
V2 V2 V2
Vs
V3 Vg V3 Va V3 Va
G’ = G[{Vl,Vz,Vg,V4H O

2.15 Definition (zusammenh&ngender Graph)

(1) SeiG = (V,E). G heiltzusAMMENHANGEND (zshg.), wenn zwischen je zwei Eckeyy € V ein
Weg vonx nachy existiert.

(2) e In einem nicht zshg. Graphen heil3t jeder maximale (bzgl. Anzahl von Ecken und Kanten)
zshg. Teilgraph BSAMMENHANGSKOMPONENTEOder KOMPONENTE

k
e SindGy,..., Gk die Komponenten vofs, so gilt: G = |J G;.
i=1

e K(G) := Anzahl der Komponenten vda
e K(G) =1« Gistzshg.

(3) SeiG = (V,E) zshg.

e Eine Eckex €V heifldt HNITTECKE, falls G|V \ {x}] nicht mehr zshg. ist.
e Eine Kantek € E heil3t BRUCKE, falls (V, E \ {k}) nicht mehr zhsg. ist.

V1 \4
: V3 Vg i
V2 Ve

Abbildung 2.1:Beispiel: Schnittecken und Briicken
(In Abbildung2.1sindvz undv, Schnittecken und die Kantgvy ist eine Briicke.) O
2.16 Satz
SeiG = (V,E). Dann gilt:

K(G) [V |- |E]
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2.17

2.18

§ 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

Beweis (Induktion tiber m=| E |)

m=0:k(G) >|V |—|E|
~~
=0
m=-m+ 1: Sei| E | =m + 1 unde = ab € E(G) beliebig.
Dann hatG' = (V,E\ {e}) genaumKanten und es gilt:
K(G)z|V'[—[EN{e} |=|V [ =[(m+1) -1 =V [-m
SeienG,, ’2,...,G{((G/) die Komponenten vofs'.

G=G+e

K(G) , falls e keine Briicke vorg ist

=K(G) = ) . ,
K(G')—1 ,fallseeine Briicke vorG ist
>(VI-m)—1=|V[-(m+1)=[V]-[E] 0
——

<K(G)

Folgerung

SeiG = (V,E) zshg. mitn=|V | undm=| E |. Dann gilt:

Beweis

Ubung. O

Satz

SeiG=(V,E) mitn=|V |undm=| E |.

Gilt m> %(n— 1)(n—2), so istG zshg.
—_——

=("2")

Beweis (indirekt)

AnnahmeG ist nicht zshg.
SeienGy, ..., Gy die Komponenten vofs mit | V(G;) |=n;,i =1,...,k.
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2 Graphentheorie

Dann gilttk>2undng +na+...+ng =n.
m=|E(Gy) | +[E(G2) [ +...+ [ E(GK) |

n(np—1)  mp(np—1) nk(nk — 1)
< e
S > + 5 +...+ >
1
=5l 24 m3 4.4 n2) — (MM )]
1] 2
=3 (m+m+...+n)°—2 Z ninj —n
L 1<i<)<k
115
Sé n“—2ni(n2+n3—+...+ng) —n
L =Nn—m
<}[n272(n71)7n}
-2
1 5
fé(n -3n+2)
1
=-(n-1(n-2) 4%
2
D.h.:Gist zshg.
2.19 Satz

IstG = (V,E) ein Graph mi§ V |=nund| E |=m, so gilt:

m< (n—K(f)—s-l)

Beweis

Siehe L. Volkmann, ,Diskrete Strukturen“, Satz 3.6.
(Aus Satz 2.19 folgt Sat2.18)

§ 2 Baume

/\

bin home usr var

AT\

guo lisaetc lib local

Abbildung 2.2:Beispiel fiir einen Baum: Dateisystem

2.20 Definition (Baume und Walder)
(1) Ein BAuM ist ein zusammenhangender Graph ohne Kreise.

(2) Ein Graph, dessen Komponenten Baume sind, hei@tiw/

2.21 Lemma

Jeder BaunT = (V,E) mit |V |> 2 enthélt mindestens zwei Endecken (Blatter).
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§ 2 Biume

Beweis

SeiP =vpvy... Vv ein langster Weg i .

Vo Vi Vi
Dann sindvg undvy zwei Endecken. O
2.22 Satz

SeiG = (V,E) ein Graph mif V |=n.
Die folgenden Aussagen sind &quivalent:

(1) Gistein Baum.

(2) Gist zhsg. und kreisfrei.

(3) Gistzhsg.undE |=n—1.

(4) Gistkreisfreiund E |[=n—1.

(5) Zwischen je zwei Ecken undv gibt es genau einen Weg.

(6) Gist maximal kreisfrei (d.hG ist kreisfrei und fiir alleE’ mit E & E enthélt(V,E’) einen Kreis).

(7) Gist maximal zshg. (d.hG ist zshg. und jede Kante vdaist eine Briicke).

Beweis

Ubung:(2)\<:,>_/(1) =@B)=@A=(5B)=(6)=(7)=(2
Def.
Wir zeigen nur:(1) = (3)
Induktion tbem:
n=2:|E|l=1=2-1=n-1 V
n=-n+1:
Lemma2.21= G enthalt eine Endeckec V. Dann ist der Grapls — x:= G|V \ {x}] ein Baum mitn
Ecken, also] E(G—X) |[=n—1.
=|E(G) |=|E(G—X)|+1=(n—-1)+1=(n+1)—-1 O

2.23 Definition (Wurzelbaum)

/%7\\

home etc var

N
/\

Abbildung 2.3:Beispiel fur einen Wurzelbaum

Ein WURzELBAUM T = (V,E) ist ein Baum, in dem eine Ecke € V als Wurzel ausgezeichnet wird.
Es seix eine Ecke im Wurzelbaum mit Wurzelw.
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2 Graphentheorie

Jede Ecke auf dem (eindeutig bestimmten) Weg wamachx heif3t VORGANGERVON X.

Isty ein Vorganger vorx undx # y, so heiRix NACHFOLGERVvONY.

Sindyx € E(T), so heift Si&eUNMITTELBARER VORGANGERbzW. UNMITTELBARER NACH-
FOLGER

Ein GEORDNETERBAUM ist ein Wurzelbaum, in dem fir die unmittelbaren Nachfolger jeder
Ecke eine Ordnung festgelegt ist. O

2.24 Definition (balancierter Wurzelbaum)

2.25

2.26

Die TIEFE dept(T) eines Wurzelbaum¥ ist die maximale Lénge eines Weges von der Wurzel zu
einer Endecke.

Ein Wurzelbauml mit der Tiefet heil3tBALANCIERT, wenn jede Endecke voh auf Niveaut oder
t—1ist.

Z.B. Ful3ball-Turnier mit 7 Mannschaften: O

Definition (bindrer Baum)

Es seil = (V,E) ein Wurzelbaum mit der Wurze¥ € V:
e T heil3tBINARER BAUM, wenn jede Ecke hdchstens zwei unmittelbare Nachfolger hat.

e T heil3tvOLLSTANDIGER BINARER BAUM, wenn jede Ecke entweder zwei oder keinen unmit-
telbaren Nachfolger hat. |

Satz

SeiT = (V,E) ein bindrer Baum mit der Tiefe t und/ |=n.
Danngilt:t +1 <n< 2411,

Beweis

k=3
P«:= Anzahl der Ecken auf Niveakfir 0 <k <t

t
Sogilt: ¥ Bck=n
k=0
Dagil: Re>1firl<k<tundP <2-B_qfirl<k<t,istR < 2¥
t t t
St+1< Yy I< yR< y X=21-1 0
k=0 k=0 k=0
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2.27

2.28

2.29

§ 2 Biume

Folgerung
SeiT = (V,E) ein bindrer Baum mit der Tiefeund|V |= n. Dann gilt:

n+1
> P
t> i ()|
Beweis

Ubung. O

Definition (Geriist eines Graphen)

Ein TeilgraphT eines zusammenhangenden Grapieheil3t GERUST (SPANNENDER BAUM oder

BAUMFAKTOR) von G, wennT ein Baum mitV(T) =V(G) ist. O
Satz

Jeder zusammenhé&ngende Graph enthélt ein Gerust.

Beweis

SeiG = (V,E) zusammenhangend.

(a) EnhaltG keinen Kreis, so setz& := G und T ist ein Gerlist vor5, sonst wahle einen Kreis
C=wvpv1V2... Vg und wahle eine beliebige Kante varaus (z.B. istG' = (V,E) \ {vo,v1} zusam-
menhéangend), fahrt man so fort, dann erhéalt man einen zusammenhéangenden Teilgraggren
kreisfrei ist. Also istT ein Gerlst vorG.

(b) Algorithmus 1: BREITENSUCHE(BFS: Breadth-First-Search)

Die Algorithmen 1 und 2 haben eine Laufzeit voq| V | + | E |).
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2 Graphentheorie

Hier benutzt man gerne eine andere Darstellung (bis auf Adjazenzmatrix und Inzidenzmatrix) von
Graphen im Computer: Adjazenzliste.

1le] 2] J[3] J[4] ]

2 [o][1]e][3]e][5]e][6]e]
3 (o] [1]e][2]e]
a[e][1]e][6]e]

5 (o] [2]e]

6 (o] [2]e][7]e]

7 [o][6]e]

\or- und Nachteile:

Adjazenzmatrix| Adjazenzliste
Speichern| (] V |?) O(VI|+]|E])
xyeE? | O(I) o(min{d(x),dy)})
N(x)=? | ©(V]) o(d(x))
d(x) = Grad
N(x) = Nachbarschaft
f(n) =©(g(n)) = f(n) wachst genau so schnell wgén) O

2.30 Satz (Cayley’s Tree Formular)
SeiG ein vollstdndig markierter Graph mit> 2 Ecken.
Dann besitzG N2 verschiedene Geriiste.
Beweis

BaumT aufV ={1,2,--- ,n}
P(T) = (11,t2,- - ,tn_2) € V"2 heillt RRUFERCODEvVON T.

“

Algorithmus ,, —

Eingabe: BaunT = (V,E) mitV = {1,2,--- ,n}

Ausgabe: Worfty,tp, - -+ ,thn_2) Uber dem Alphabe{l,2,--- n}
Beispiel:
1

5

(3,3,4,4,6)
i—1
while |V|>2 do begin
bestimme die Endecke Vim Baum T mit der kleinsten Markierung;
ti < Nachbar vonVim BaumT;

T — (V(T)\{V}LE(T) \{vt})

. . ebenfalls ein Baum
—i+1
end
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§ 3 Matching in Graphen

Algorithmus ,, «*

Eingabe: Wort(t1,t2,- -+ ,tn_2) Uber dem Alphabef1,2,--- ,n}

Ausgabe: BaunT = ({1,2,---,n},E).

S0

forifromlton—2do begin
wihle die kleinste Ecke§ €{1,2,--- ,n}\Smit § & {ti,tit1, - ,th—2};
flige die Kante g = Stj in den Graphen ein;
S—Su{s}

end

flige die Kante €,_1:={1,2,---,n}\Sin den Graphen ein

= Behauptung O

§ 3 Matching in Graphen

Vorbemerkungen

Gegeben:Eine Menge von Rechnern mit verschiedenen Leistungsmerkmalen (z.B. Geschwindigkeit,
Speicher) und eine Menge von Jobs mit unterschiedlichen Leistungsanforderungen an die Rechner.
Gesucht:Eine Verteilung der Jobs auf die Rechner, so dass mdglichst viele Jobs gleichzeitig bearbeitet
werden kénnen.

Graphentheoretisch kénnen wir das obige Problem wie folgt formulieren:

e T Jobs

Rechner

R ® i

J R« € E(G) & R erfilllen die Leistungsanforderungen von Jpb
Gesucht ist dann die KantenmenigleC E(G), so dass keine zwei Kanten alMseine gemeinsame
Endecke haben.

Konvention: SeiG = (V,E) undM eine Kantenmeng#&,(M) := {x,y e V(G)|xy € M}.

2.31 Definition (Matching in Graphen)

SeiG = (V,E) ein Graph.
Eine Kantenteilmeng®! C E(G) hei3t MATCHING von G, wennV (ki) NV (ko) = 0, Vky, ko € M,k #
ko

e Ein MatchingM von G hei3tMAXIMAL , wenn es inG kein MatchingM’ gibt mitM c M.

e Ein MatchingM heif3t MAXIMUM -MATCHING, wenn es inG kein MatchingM” gibt mit
M| < [m7].

e Ein MatchingM heiBtPERFEKT, wennV (M) =V (G).

2.32 Beispiel
o Gy:
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2 Graphentheorie

M = {v1V2,V3V5, V7vg } maximal

M = {Vv1Vo, V3Ve,VaVs,Vv7Vg } perfekt

o Gy:

M = {Vav4,V3v5} maximal, Maximum-Matching

G hat kein perfektes Matching

o G3:

M = {Vpv3, V5V } maximal

M = {v1Vo,VaVy, VsVe} perfekt

e G4 (STERNGRAPH):

2.33 Bemerkung (Maximum-Matching)
Fir jeden Graphe® = (V,E) qgilt:
(1) Jedes perfekte Matching ist ein Maximum-Matching.
(2) Fur jedes Matching/ gilt: [V(M)| =2-|M]|.
(3) Fur ein perfektes Matchinil von G gilt: 2- M| = [V (G)|.

(4) G hat ein perfektes Matching> |V (G)| ist gerade.
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§ 3 Matching in Graphen

2.34 Definition (bipartite Graphen)

Ein GraphG = (V,E) hei3tBIPARTIT, wennV (G) in zwei disjunkte Menge und B zerlegt werden
kann, so dass di6[A] und G[B] Nullgraphen sind.

e A BheilRen RRTITIONSMENGEN.

e vollstéandiger bipartiter GraphK, q O
2.35 Beispiel
o AN ~
[7 [

(]
2.36 Satz (Konig, 1916)
Ein GraphG ist bipartit. < G hat keinen Kreis ungerader Lange.
Beweis
.= trivial
,<": Ubung
Idee: wahlea € V(G) fest und definiere:
A= {xeV(G) | es gibt inG einen Weg vora nachx mit ungerader Lange
B={yeV(G) | es gibtinG einen Weg vora nachy mit gerader Léangp
Zu zeigenG = (Al B,E). O

2.37 Satz (Konig-Hall)

SeiG = (Al B,E) ein bipartiter Graph.
G besitzt ein Matching mit [M| = |A| < |N(S)| > |F fur alle SC A.

Beweis

L= trivial

»<"1 (indirekt)

Sei|N(9)| > |9 fiir alle SC A. Es seiM ein Maximum-Matching vorG, aber|M| < |A].

Dann gilt: A\V (M) # 0

Waéhlea € A\ V(M) und bezeichne:

U(a) :={xeV(G) | xist duch einerM-alternierenden Weg miét verbunde

M ist ein Maximum-Matching=- U (a) C V(M) O
SetzeA' = (U(a) UA)U{a} b’ =U(a)NB

Dann gilt:B' = N(A") und |B'| = |A'| — 1

= |A|=|B'|+1=|N(A)|[+1> N(A)| 4
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2 Graphentheorie

2.38 Folgerung (Konig, 1916)
Ist G = (AlWB, E) einr-regularer bipartiter Graph mit> 1, so besitzG ein perfektes Matching.

Beweis
(1) |[Al=[B]
(2) IN(S)|>| S|, VSC A

2.39 Folgerung (Kdnig, 1916)

Ein r-regularer bipartiter Graph lasst sichrikantendisjunkte Matchings zerlegen.

Beweis

Sukzessives Anwenden von Folgeruhg8 O

2.40 Definition (Multipartite Graphen)

Ein GraphG = (V,E) hei3tk-PARTIT (MULTIPARTIT, wennV (G) in k disjunkte Mengew;, Vs, ..., Vk
zerlegt werden kann, so daG$vi] furi = 1,...,k Nullgraphen sind. a

8 4 Hamiltonsche Graphen

Im Jahr 1859 erfand Sir William Hamilton das Spiel ,Rund um die Welt“.

1

Abbildung 2.4:3-reguléarer Dodecaeder

2.41 Definition (Hamiltonkreis / Hamiltonweg)
SeiG = (V,E).
e Ein KreisC in G heif3t HAMILTONKREIS, fallsV(C) =V (G)
e Ein WegW in G heift HAMILTONWEG, fallsV (W) =V (G)

e EnthaltG einen Hamiltonkreis, so heif@ HAMILTONSCHER GRAPH.
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§ 4 Hamiltonsche Graphen

e EnthaltG einen Hamiltonweg, so hei@ SEMI-HAMILTONSCHER GRAPH.

2.42 Beispiel

(1) Kn,n> 3ist hamiltonsch.

(2) Dyo (vgl. Abb. 2.4) ist hamiltonsch.

:

(3) Peterson-Graph (vgl. Abb.) ist nicht hamiltonsch, aber semi-hamiltonsch

Bemerkung

hamiltonsch ~, semi-hamiltonsch

7L

2.43 Satz (notwendige Bedingung)

Ist G ein hamiltonscher Graph, so gilt fuir jede nicht leere Eckenmenge:

SCV(G)

K(G-9) <|S|

Beweis

Xn2

C: Hamiltonkreis vorG
S={Xn1,...,%np}) CV(G)
K(G—{xm})=1

K(G— {Xn1,Xn2}) <2

K(G-9) <K(C-9 <|S|

O

41



2.44

2.45

2.46

2.47

§5

2 Graphentheorie

Satz (Ore 1960, hinreichende Bedingung)

SeiG = (V,E) ein Graph mit V |= n. Sindu undv zwei nicht adjazente Ecken mit:

d(u)+d(v) >n

Dann gilt:

G ist hamiltonsch= G+ uvist hamiltonsch

Beweis

=" trivial

»<=" (indirekt)

AnnahmeG + uv hamiltonsch, abe® nicht.

Dann enthélt jeder Hamiltonkreis va@h+ uv die Kanteuv.

Seien: S:={i|1<i<n—-2,uv41 € E(G)}
T:={jl2<j<n-1,vjveE(G)}

= ST = 0 (sonst haben wir ,crossover)SUT |[<n—-1<n

du)+d(v)=[S|+|T|=|SUT[+[S)T|<n O
N—_—— N——
<n =0
Folgerung (Ore, 1960)

SeiG = (V,E) ein Graph mif V |=n.
Gilt fur alle nicht adjazenten Eckanv die Ungleichungd(u) +d(v) > n, so istG hamiltonsch.

Beweis

Idee: Kanten hinzufugess K. |

Folgerung (Diarc, 1952)

SeiG = (V,E) ein Graph mif V |=n.
Istd(v) > 3 fir allev e V(G), so ist G hamiltonsch. O

Bemerkung

(1) Anwendung: Travelling-Salesman-Problem (TSP)

(2) Das Entscheidungsproblem ,Enth@teinen Hamiltonkreis?* i P-vollsténdig (siehe Vorlesung
in Informatik). O

Eulersche Graphen

Vorbemerkung (Konigsberger-Problem)

(vgl. Abbildung2.5) ]

42



§ 5 Eulersche Graphen

B

Abbildung 2.5:Das Kdnigsberger-Problem

2.48 Definition (Eulertour, Kantenzug)

SeiG = (V,E) ein zusammenhangender Graph.

e XoXg -+ X Mitx €V (0<i <K)und mitxx1 € E(G) (0<i<k-—1)heilteine KNTENFOLGE
der Langex.

e Eine Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Kanten heiRtrEnzUG.

Zum Beispiel:
\Y,
o ®
1V \% \%

ViVLV3VoV, Kantenfolge, aber kein Kantenzug!
° o

(2) V. V., 2
V1VoVaVo Kantenzug

e Nur in diesem Abschnitt werden wir auch die Multigraphen, d.h. mit Mehrfachkanten studieren.
e Ein Kantenzu@Z mit E(Z) = E(G) heilstEULERSCHERKANTENZUG.

e Ein geschlossener Eulerscher Kantenzug hel3HRTOUR. ]

2.49 Definition (eulersch, semi-eulersch)

SeiG = (V,E) zusammenhangend miv |> 2.
G heilBtsSEMI-EULERSCH falls G einen eulerschen Kantenzug hat;
G heil3tEULERSCH falls G eine Eulertour hat. O

2.50 Beispiel
(1) Gy:

Z.B.: V1VoV3V4VsVeVoVsV3VeV: = Gy ist eulersch
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2 Graphentheorie

(2) Go:

Z.B.:VI\VLbV3V1 V4o = Go ist semi-eulersch O

2.51 Satz (Euler, 1736)
SeiG = (V,E) zusammenh&ngend mi¥/ |> 2. Dann gilt:
Gist eulersch« Der Grad jeder Ecke ist gerade.
Beweis
.= trivial

.<=": SelZ = XpX1--- % ein langsteKantenzug in G.
Dann haben wir:

(1) % =Xo
(2) Zisteine Eulertour vort. a

2.52 Folgerung
Ein zusammenhangender GraBh= (V,E) mit | V |> 2 ist semi-eulersch, genau dann, we&hawei
oder keine Ecke ungeraden Grades besitzt. O
2.53 Bemerkung

(1) Fur eulersche Graphen gibt es einen effizienten Algorithmus (Fleury’s Algorithmus mit Komple-
xitdt O(|E (G)|)), eine Eulertour zu konstruieren.

(2) Anwendungsbeispiel: Chinesisches Brieftragerproblem (Kuan, 1962): K3 s€(V,E) ein zu-
sammenhéngender Graph mit einer Kantengewichtsfunktiof — {q € Q | q > 0} (G heif3t
GEWICHTETERGRAPH). Gesucht wird eine geschlossene Kantenf@gen minimaler Gesamt-
lange mitE (Z) = E(G). O

§ 6 Planare Graphen

Frage

Welche Graphen kann man so in der Eb&fezeichnen, dass sich keine zwei Kanten schneiden?

oder

X LA
EXZIRN

44



§ 6 Planare Graphen

O

2.54 Definition (einbettbarer / planarer Graph)

2.55

Es seiG = (V,E) ein Graph.

(1) G heiRtEINBETTBAR in denR?, wenn es ein Padr, ¢’ gibt, so dass gilt:
¢ 1V — R2 injektiv
¢':E — J={Bild (e) | e: [0,1] — R? stetig und injektiy Jordankurve mit’ (uv) = Bild (e) mit
{¢ (W) =e(0)

oV —en) S UWE E(G) und¢’ (e1) N9’ (e2) =V (e1) NV (e2), €1,82 € E(G).

(2) G heiRtPLANAR, wenn G inR? einbettbar ist.

(3) Ein EBENERGraph (oder eine ANDKARTE) ist eine Einbettung ifR? eines planaren Graphen (in
Zeichen:(G,$,¢’)).

(4) Ist (G,9,0') ein ebener Graph, so heiRen die ZusammenhangskomponentdR®oi) ¢’ (e)
ecE
GEBIETE (oder LANDER) von (G, ¢, ¢').

| (G) ist die Anzahl der Lander, z.B.:

o

| =6, V| =5,|E| =9.

Satz (Eulersche Polyederformel)

SeiG = (V,E) ein zusammenhangender ebener Graph. Dann gilt:
1(G) = |E[—[V[+2

Beweis (Induktion tiber m= |E|)
m=[g > |V|-1
—~~
Satz2.22
m=|V|—1: G ist ein Baum:
1=(V|-1)—|V|+2
——

m
m— m+1:

G zusammenhéngend ufiel(G)| =m+1> |V| = G enthalt mindestens einen Kre&ls
Satz2.22

Sei nune € E (C) beliebig. Dann gilt:
[(G—e)|=mundl (G—e) =m—|V|+2.
Durch die Entfernung voaverschmelzen die beiden Lander auf den zwei Seiterereinem Land.
=1(G-e) = m —|V|+2

+1 +1

~—

1(G) [E(G)]

1(G) =[E(G)| - IV[+2 O
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2 Graphentheorie

Bemerkung

(1) SeiG planar. Dann ist (G) eine Invariante fiir verschiedene EinbettungefiRf Daher kénnen
wir bei einem planaren Graphen von der Anzahl seiner Lander sprechen.

(2) Jeder Graph kann if® eingebettet werden. a

2.56 Satz

Fur jeden planaren Graph&= (V,E) mit [V| > 3 gilt:

E[<3:-V|—6

Beweis

0.B.d.A.:Gist in R? eingebettet.
L := Menge von Landern. Jedes Land wird von mindestens 3 Kanten begrenzt und jede Kante begrenzt
hoéchstens 2 Lander.

=3 |L| <2|E| = 3-|E|>1(G)=|E|-|V[+2=|E[<3:|V|-6 O
|(G) Satz2.55
2.57 Beispiel

(1) Ksist nicht planar, dentE (Ks)| = (g) =10>3-5-6.

(2) Kazist nicht planar, deni(z 3 ist Cs-frei und fiirCs-freie planare Graphe@ = (V,E) mit V| >3
gilt:
E|<2-|V[-4

Die beiden GrapheKs undKsz 3 sind in gewisser Weise die kleinsten nicht-planaren Graphen.[d

2.58 Definition (Unterteilungsgraph)

Es seiG = (V,E) unde = ab € E(G). Wir sagene wird unterteilt, wenn wir zuG eine neue Ecka&
hinzufiigen und die Kantedurch zwei neue Kantesix undxb ersetzen.

Ein GraphH heiRt INTERTEILUNGSGRAPHvON G, wenn marH ausG durch sukzessives Unterteilen
von Kanten gewinnt. |

2.59 Satz (Kuratowski, 1930)

G ist planare (Ks und Unterteilgraphen voKs) + (K33 und Unterteilgraphen voKs 3) sind keine
Teilgraphen vorG. |

2.60 Definition (F&rbung)

SeiG eine Landkarte.

e Zwei verschiedene Landé&i undF; heilBenrBENACHBART, wenn es eine Kante gibt, die sowohl
zum Rand vorf; als auch zum Rand vds gehort.
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§ 6 Planare Graphen

F R

[ ] [}
\Fl/
[ ]
e IstL die Menge der Lander voB, so nennt man eine Abbildurtg L — {1,2,..., p} FARBUNG

oder p-Farbung vorG, wennh(Fy) # h(F) fur zwei verschiedene benachbarte LanBgund
F gilt. Man sagt auch, dass sich die Landkastenit p Farben farben lasst. |

2.61 Beispiel

NN
/N

2.62 Satz (VIERFARBENVERMUTUNG, Guthrie 1852)

Jede Landkarte lasst sich mit vier Farben farben.

Beweis (N. Robertson et al., 1997)

Hier nicht gefiihrt.

2.63 Bemerkung

(1) Bei den Anwendungen planarer Graphen in der Informatik steht der algorithmische Aspekt im
Vordergrund.

Es gibt Verfahren, die in der Zed(|V | + | E |) testen, oz = (V, E) planar ist, und falls ja, diesen
auch inIR? einbetten.

(BemerkungRR? ~ S
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§7

2.64

2.65

2.66

2 Graphentheorie

"Leuchtung”

(2) Das Problem der Kantenfarbung. (Wird hier nicht angesprochen.)

(3) Das Problem der Eckenféarbung. (Wird hier nicht angesprochen.)

Digraphen

Definition (Digraph)

Ein DIGRAPH D besteht aus einer endlichen nichtleeren Eckenm¥&nfgngl.: vertex set) und einer
Bogenmengd C V x V (engl.: arcs) von geordneten Eckpaaren, in Zeidbea (V, A).

Beispiel
Mehr fachligen
A
o —— 0
(N7
\ ) i
[ ] [ ]
Schleife
O
Konvention

Wir werden hier nur die schlichten Digraphen (d.h. die Digraphen ohne Schleifen und Mehrfachbbdgen)
betrachten.

Beispiel

Definiton (Teildigraph)
SeiD = (V,A) ein Digraph.

e D' = (V/,A) heilst TEILDIGRAPH von D, wennV’' CV undA’ C AN (V' x V') sind, in Zeichen
D' CD.

e Ein TeildigraphD’ = (V/,A’) heil3t ein vonV’ INDUZIERTER TEILDIGRAPH, wennA' = AN
(V' x V'), in ZeichenD’ = D|V’].
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§ 7 Digraphen

Beispiel
D / X3 —— X4
X1 / X2
D’ X3
X —X
D'CD
D/l X3

X1 X2

D" = D[{Xl,Xz,Xg}}

ORIENTIERTEKANTENFOLGEder Langep in D:

Fi=Xox1X...Xp mitx € V(D),i =0,1,...,pundx,x1 € AD),i=0,1,...,p—1

Beispiel

In D ist X3x1XoX3X1 X3 iSt eine orientierte Kantenfolge.

ORIENTIERTER KANTENZUG ist definiert als orientierte Kantenfolge mit paarweise verschiedenen
Bogen

Beispiel

X3X1X3X4 (in D)
ORIENTIERTERWEG ist definiert als orientierte Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Ecken

Beispiel

X3X1X2 (in D)
e GESCHLOSSENEKANTENFOLGE (selbsterklarend)
e GRSCHLOSSENERKANTENZUG (selbsterklarend)

e ORIENTIERTERKREIS der Langeq ist definiert als geschlossene Kantenfolge der Lapget
genauq Ecken.

Beispiel
X1XoX3Xq ist ein 3-Kreis inD
e EULERTOURIN D: Ein geschlossener Kantenzdgn D mit A(Z) = A(D).

e HAMILTONSCHER WEG vonD: Ein WegW in P mit V(W) =V (D).

e HAMILTONSCHER KREISvon D: Ein KreisC in D mitV(D) =V(C).
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2 Graphentheorie

e Furxe V(D) definieren wir:

N™(x) ={y|xye A(D)}
N~ (x) = {w|wxe A(D)

N

d*(x) = N*(x) |
ot (D) =min{d*(x) | xe V(D)
AT (D) = max{d*(x) | xe V(D)
(
(
(

X) =[N7(x) |
D) =min{d~ (x) | xe V(D)

D) =maxXd (x) | xe V(D)

d-
o
A~

e UNTERGEORDNETERGRAPH VvOND (in ZeichenG(D)):
G(D) = (VD) { xy | xy €AD)})
~— ~~

Kante Bogen

Beispiel

2.67 Definition

SeiD ein Digraph.

Eine STARK ZUSAMMENHANGENDE KOMPONENTEH von D ist ein maximaler Teildigraph vob,

so dasdH fir zwei beliebige Ecken,v € V(H) einen orientierten weg vamnachv enthalt.

D hei3tSTARK ZUSAMMENHANGEND, wennD nur eine stark zusammenhangende Komponente hat.

Beispiel

(1) nicht stark zusammenhangend:

Hi ° °

SN

o — s Ho
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2.68

2.69

2.70

§ 7 Digraphen

(2) stark zusammenhéangend:
[ ]
. /)> °
\ o — > 0 /

Ein Digraph heil3t TRNIER, wenn zu je zwei Ecken genau ein Bogen existiert.
Ein Turnier mitn Ecken heiRn-Turnier, in ZeichenT,.

Definition (Turnier)

Beispiel

/N

N

Satz (Redei, 1934)

Jedes Turnier besitzt einen orientierten Hamiltonschen Weg.

Beweis

SeiT, ein Turnier und selV = X3 Xz ... X ein langster orientierter Weg der Lange 1 in T,.

X1 X2 X3 @ s >0 — 3 X

Seix e V(Ty) \V(W).

Dann haben wirx; — X — X.

=3Jie{l,2....k—1} mitx;, — X— X1

S0 istxgX2...XiXX%11... Xk €in orientierter Weg iD mit der LAngek. 4 O

Satz (Moon, 1966)

Ist T, ein stark zusammenhéangendes Turnier, so liegt jede Eckdanf einemp-Kreis fur alle
pe{3,4,...,n}

Beweis

Per vollstandiger Induktion tbex. O
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2 Graphentheorie

2.71 Bemerkung

D = (V,A) «< RelationA auf der Meng&/
(Schleifen)
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3 Algebraische Strukturen

8 1 Universelle Algebren

3.1 Definition (Operation)
Ist M eine Menge, so heil3t eine Abbildung
f-M"'=MxMx..M—=M
N—————
n-mal
einen-stellige PERATION oder einn-stelliger CPERATOR
e n=g(f) heit die SELLIGKEIT vom Operatorf.

e Ein zweistelliger Operator (d.H.: M x M — M) heil3t auch \ERKNUPFUNG (engl. binary ope-
ration). |

3.2 Definition (Algebra)

Eine UNIVERSELLE ALGEBRA! vom Typ (n)ie; ist (M, (fi)iel ), wobei f; einen;-stellige Operation
aufM ist (d.h.nj = s(f;)) undl eine Indexmenge ist (die auch unendlich sein kann). Die I(igie-,
heil3t SGNATUR der Algebra(M, (fi)ic). O

3.3 Beispiel
(1) Die boolesche AIgebré{IF},\v(,\/%_/,\})
=f1 =f2 =f3

T F  -T==F
T F  —F=T
F F

hat die Signatu(2,2,1).

F A
T T
F

(2) Mit den ublichen arithmetischen Operationen wig“,und ,,-“ kénnen wir unterschiedliche Alge-
bren definieren.
e (N,+)und(N,+,-) sind Algebren.
e (Z,-) ist eine Algebra.
e ({xe& N|xist Quadratzahl ) ist eine Algebra, denn fiix= a undy = b? gilt:

=M
x-y=2a-b?=(a-b)?, d.h.-:MxM— M.
e ({x€ N | xist Quadratzal}l, +) ist keineAlgebra, denn die Summe von=42? und 9= 32
ist z.B. keine Quadratzahl.

N\

1Algebra auf Chinesisct
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3.4

3.5

3.6

3.7

3 Algebraische Strukturen

(3) 3 = Menge (Alphabet)
' ={(as,a,...,an) | & € 3,n € No} (Worter bery)
0l XY = Y mit (aga---an) o (biby---bym) = (a1@2- - -anb1by - - -by)
(3*,0) ist eine Algebra.
(4) U: eine beliebige Menge
FU):={f|f:U—>U}
o: Komposition von zwei Funktionen, algd o g)(x) = f(g(x)) ¥x e U
(F(U),0) ist eine Algebra. O

Definition (neutrale Elemente)

Sei(M, o) eine Algebra mit zweistelligem Operatas”,

Ein Elemente € M heil3tLINKSNEUTRALES ELEMENT fiir den Operatorg*, falls eca=aVva e M.
Ein Elementa € M heiRtRECHTSNEUTRALESELEMENT flr den Operatorg*, falls ace=aVvaec M.
Ein Elemene e M heiBtNEUTRALES ELEMENT flr den Operatorg®, falls e sowohl ein linksneutrales

als auch ein rechtsneutrales Element ist, ads@ = aoe=aVvVac M. O
Beispiel
({b,c},0) mit o|b ¢
b|{b b
c|lc c

e bob=bundcob=c= bist ein rechtsneutrales Element.
e boc=Dbundcoc=c= cist ein rechtsneutrales Element.

e bob=bundboc=Db= bistkein linksneutrales Element.

Also hat({b,c},0) kein neutrales Element. O

Lemma

Sei(M, o) eine Algebra vom Typ (2), d.h.ist eine zweistellige Verknipfung. Dann gilt:
Ist c ein linksneutrales Element)undd ein rechtsneutrales Element), so istc = d.
Insbesondere gilt: Jede Algehifdl, o) vom Typ (2) enthélt hdchstens ein neutrales Elemeit (

Beweis

() =cod=d
(A)=cod=c
=d=c

Eindeutigkeit des neutralen Elementg:(
Annahmee; unde, sind zwei neutrale Elemente.

gL=6o0& =86 U
Beispiel (vgl. Beispiel 3.3(2))

e (Np,+) hat ein neutrales Element ,0“, demA-0=0+x=0Vx € N.

e (Z,-) hat ein neutrales Element , 1%,

e (Ng,+,-) hat ein neutrales Element ,0“ bzgh-, und ein neutrales Element ,1“ bzgl:“, O
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§ 1 Universelle Algebren

3.8 Definition (inverse Elemente)

Sei(M, o) eine Algebra vom Typ (2) mit neutralem Element

Ein Elementx € M heil3tLINKSINVERSESELEMENT vona € M, fallsxoca=-e.

Ein Elementx € M heiBtRECHTSINVERSESELEMENT vona € M, fallsaox=-e.

Ein Elementx € M hei3tINVERSESELEMENT (oder INVERSE) vona € M, falls x sowohl ein linksin-
verses als auch ein rechtsinverses Element ist. O

Wichtige Algebren mit genau einer zweistelligen Verknipfung

3.9 Definition (Halbgruppe)

Eine AlgebraA = (M, o) mit einem zweistelligen Operatorheil3t HALBGRUPPE falls der Operatos

=vom Typ (2)
assoziativ ist, also:

ao(boc)=(ach)ocVab,ceM
Z.B.ist(3",0) in Beispiel3.3eine Halbgruppe. d

3.10 Definition (Monoid)
Eine AlgebraA = (M, o) vom Typ (2) hei3t MONOID, falls gilt:
(M1) o ist assoziativ (d.hA = (M, o) ist eine Halbgruppe)

(M2) 3 ein neutrales Elemerte M O

3.11 Definition (Gruppe)
Eine AlgebraA = (M, o) vom Typ (2) heil3t QuPPE falls gilt:
(G1) o ist assoziativ
(G2) Jein neutrales Elemerte M

(G3) jedes Elemert € M besitzt eine Inverse |

3.12 Definition (abelsche Algebren)

Eine Halbgruppe (ein Monoid, eine Grupp}= (M, o) heiRtABELSCH, falls o kommutativ ist, also:
aocb=boaVvabe M. a

Wichtige Algebren mit mehreren Verknupfungen
3.13 Definition (Ring)
Eine AlgebraA = (M, &, ®) mit zwei zweistelligen Operatoren und® heifdt RNG, falls gilt:
(R1) (M, @) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Elemeat\d
(R2) (M,®) ist ein Monoid mit neutralem ElementdM
(R3) @ und® sind distributiv, also:

e a0 (b®c)=(acb)®(a®c)Va,b,ce M
o (b@ec)pa=(boa)®(coa) Vab,ceM O
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3 Algebraische Strukturen

3.14 Definition (Korper)
Eine AlgebraA = (M, ®,®) mit zwei zweistelligen Operatoreh und® heilt KORPER falls gilt:
(K1) (M,®) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Elemeat\d
(K2) (M\ {0},®) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Elemeat\d
(K3) ac (b@c)=(acb)d (acc) Va,b,ce M

Korper sind z.B(R, +,-) und(C, +,-). |

3.15 Definition (boolesche Algebren)

Eine AlgebraA= (M, ®,®,—) vom Typ (2, 2, 1) heiBBOOLESCHEALGEBRA, falls gilt:
(B1) (M, @) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Elemet Bl
(B2) (M,®) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Elemesrt ¥

(B3) e ad(-a)=1vVaeM
e a0 (—a)=0vaeM

(B4) @ und® sind distributiv, also:

e a® (b®dc)=(aGb)®(aGc)Va,b,ce M
e ad(boc)=(adb)o(adc)Va,b,ce M O

3.16 Beispiel

(1) (Z,+,-) ist einKOMMUTATIVER RING, d.h.(Z,+,) ist ein Ring und zusétzlich gila-b=Db-a
Va,b € 7Z.

(2) SeiK ein Kérper, dann gilt:

n
e K[X]:= { s aXXageK,ne JNO} (Menge der Polynome (ibé&t)
k=0
ist kommutativer Ring (BLYNOMRING).

o K[[X]]:= { E anX"|an € K} ist ein kommutativer Ring (mit Null @= 0-X° und Eins 1=
k=0
1-X°, vgl. Satz1.32

a - @
o KMN:= : : gj € K,1<i,j <njp mitn> 1listein nicht kommutativer
a1 -- a@n
Ring (mit Null Ound EinsE)

(3) Q,R,C sind Kdrper

(4) e Derkleinste Ring{0} mit0=1 und+ ="
e Der kleinste Korperf, = {0,1} O
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§ 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

Konvention

Sei(K,®,®) ein Kdrper:

0 € K (Null), neutrales Element beziglich

1 € K (Eins), neutrales Element beziiglich
e —a: Inverses vora € K beziglich®

e a1 Inverses vora € K \ {0} beziiglich® O

8 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

Es seiA = (A, (fi)ie) eine Algebra vom Tyd = (nj)ier, i = s(fj).

3.17 Definition (Unteralgebra)

U C A heil3t INTERALGEBRA VON A, in ZeichenU < A, falls die Operatoreri;,i € | abgeschlossen
sind, d.h.
fi(u™) CuUvVviel
W—/
{fi(ug, Uz, un; ) U, U, um €U }

3.18 Definition (Untergruppe, Teilring / Unterring)

e SeiG = (G,-) eine Gruppe.
Eine Untermeng®) < G heil3st INTERGRUPPEVON G, falls (U, -) eine Gruppe ist. (D.h. fur alle
uu eUgilt:u-veU,ulecUundleU))

e SeiR= (R @®,®) ein Ring.
Eine Unteralgebr) < Rheif3t TEILRING (UNTERRING) von R, falls (U, ®,®) ein Ring ist. (I

3.19 Beispiel
(1) (Z,+) ist eine Untergruppe vo(i, +).
(2) seiz,:={0,1,--- ,n—1} und+n: N x N — Z, mit +n(a,b) =a+b (mod n)
(4n Addition modulon)
ZB.n=5:
Z5=1{0,1,2,3/4},+n: Nx N — Z5
+5
+5

+5
+5

0 wN R
P o wN
[
whNOoOw

7 00 =

Dann ist(Zn, +n) keine Untergruppe vo(%Z, +), da sich hier die Operatoren unterscheiden

3.20 Lemma

SeiJ eine Indexmenge und; < Afiir j € J. Dann gilt:

U; <A
jed
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3 Algebraische Strukturen

3.21 Definition (erzeugte Unteralgebra)

SeiM eine Teilmenge von einer Algebra
<M>=(){U|MCU<A}

heif3t die vorM ERZEUGTEUNTERALGEBRA. O

3.22 Beispiel

(1) SeiG = (G,-) eine Gruppe und sgie G.
<{g} >={d | i € Z} (die vong erzeugte Untergruppe), wobei:

i-mal
9---9 ,fallsi >0
gi = 1 ,fallsi=0
gl..gl  fallsi<O
—i-mal
(2) < {917"' agn} >= {al"'am ‘ me N07aj € {917"' 7gnagI17"'ngl}} 0

3.23 Definition (Algebra-Homomorphismus)

SeienA = (A, (fi)ie1) undA = (A, (fi)icr) Algebren vom gleichen Ty = (ny)icr, d.h.n = s(f;) =
S(fi).

Eine Abbildung : A — A heilt (ALGEBRA-)HOMOMORPHISMUSVON A nachA, falls fiir allei € |
die Operatorerf; und f; mit ¢ vertauschbar sind, also:

fi((b(al)a"' v¢(an|)) :q)(fi(al?"' 7ani)) va] EAv J = (17 7ni)vi el

Die Vertauschbarkeit bedeutet, dass man zum gleichen Ergebnis kommt, unabhangig davon, ob man
im Diagramm ,oben herum* oder ,unten herum*“ lauft. |

3.24 Beispiel
(1) SeiA= (A, (fi)icl) eine Algebra und\' < A. Dann ist:
id: A —-Amita—aVvac A

ein Homomorphismus voA’ nachA.

(Abbildung fehlt)

Oder die ,kleinere” Algebra ist in die ,groRere” Algebra eingebettet.
ZB:A=(N,+),A=(Z,+),A<A

¢:N—-Zmitn—-nvVneN

ist ein Homomorphismus voA nachA.
(2) A= (3%,0) (siehe BeispieB.3

A= (No,+)
¢:3* — Nomitw— |w| Yw € 3 ist auch ein Homomorphismus vémnachA

(3) SeiK ein Kérper undv/,W zwei K-Vektorraume (siehe Lineare Algebra I, Def. (2.25)). Dann gilt:

¢ 1V — W ist ein Homomorphismus= ¢ istk-linear, d.h.:
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§ 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

3.25 Definition (Isomorphismus)
SeienA= (A, (fi)ic1) undA(A, (fi)ic1) zwei Algebren vom gleichen Ty(m;)ici.
Eine Abbildungd : A— A heil3t ISOMORPHISMUSvON A nachA, falls:
(1) & ein Homomorphismus voA nachA ist,
(2) ¢ bijektiv ist.

Ein bijektiver Homomorphismus heif3t dann Isomorphismus.
A =A< Jeinen Isomorphismus volnachA (ISOMORPH).
Ein Isomorphismus von einer AlgebfanachA heif3t AUTOMORPHISMUS O

3.26 Beispiel
(1) A=(N,+),A=({2n|ne N}, )
¢ : N — {2n|n e N} mit n— 2n¥n € N ist ein Isomorphismus voA nachA.

(2) A= ({xeR[x>0},-),A=(R,+)
N———’
=Rt

¢ : Rt — R mit x — log(x) Vx € R ist ein Isomorphismus, denn fiir die Logarithmus-Funktion

gilt:

log(x-y) = log(x) +log(y) Vx,y € R*
(3) SeiA=({1,2,3},-) eine Algebra mit:
2 3

$:1—- 22— 13— 3istein Automorphismus. ]
3.27 Lemma
Ein Isomorphismus zwischen zwei Algebren bildet neutrale Elemente auf neutrale Elemente und in-
verse Elemente auf inverses Element ab. O
3.28 Lemma
Ist ¢ ein Isomorphismus der Algebin die AlgebraA, so gibt es auch einen Isomorphismgs¥)
vonAnachA. .
d) A — e\
A — A :¢1

59



3 Algebraische Strukturen

Erinnerung (an Lineare Algebra, Definition (1.33))

SeiM eine Menge.

e RELATION R aufM ist eine Teilmengdk C M x M und heil3t AQUIVALENZRELATION, falls R
reflexiv und symmetrisch und transitiv ist.

e Aquivalenzrelation auk:

M/R:= Menge der Aquivalenzklassen vén ]
CR(M)
3.29 Beispiel
Zundme N
~m:a~mb< m|a—b,d.h.a=b(modm)
Z = {kmlkeZ}U{km+1l|keZ}U---U{k-m+(m—-1) | ke Z}
[O]~m [1]~m [m_l]Nm
Zm = A0y (Y- [N =L}
= Z/MZ
= {l@-nlacz}
= {{a+mZ|zeZ}|acZ}
= {a+mZ|acZ}
O

3.30 Definition (Kongruenzrelation)

SeiA= (A, (fi)ic1) eine Algebra.

Eine Aquivalenzklasse auf A hei3t eine KWNGRUENZRELATIONaufA, wenn~ mit allen f; vertrag-
lichist, d.h.:

ai~a,...,an ~ agi = fi(aq,...,an) ~ fi(a’l,...,a,’qi) O

3.31 Beispiel

SeiG = (G,-) eine Gruppe und sei eine Aquivalenzrelation au.
~ Kongruenzs a~ad,b~b' =a-b~a b undal~ (a)L. O

3.32 Satz (Homomorphiesatz)
SeiA= (A, (fi)icI) eine Algebra vom Tygn;)ici, ni = s(fi) und sei~ eine Kongruenzrelation ayf.

(a) Fur jedesa € A bezeichnen wir mit:

[a.={d eAld ~a}
die Aquivalenzklasse voa
Dann wird die Menge der Aquivalenzklassen

A/ ~:={[a. |ac A}
eine Algebra vom Tygn;)ic; mit

fi(lad)es .. [an]~) == [fi(@r, . a0)]

und
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§ 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

. :A—A/.mita— [a].

ist ein surjektiver Homomorphismus

Epimorphismus

(b) Istd : A— B ein Homomorphismus, so wird durch:

a~ad < 0(a)=0(a)

eine Kongruenzrelation adf definiert.

AulRerdem gilt:

e §(A) ist eine Unteralgebra voB.
e Es gibt einen Isomorphism@gs: A/ — ¢(A),[a. — §(a).

Beweis

Nachrechnen. 0O

3.33 Beispiel

SeiK ein Korper, seieV, W zwei K-Vektorraume und sé : V — W ein Homomorphismus.

NAAVRSAVARVENAYS hod d(v) = (V)

& o(v) (V) =0

Beispiel3.24
¢ ist<k:->|inear d)(V—\/) =0
& v—V e Kern(¢p) <V
Also:
V]~ =v+Kern(¢p) wweV
[0]. = Kern(¢) O
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3 Algebraische Strukturen

§ 3 Ringe und Ideale
Erinnerung an Definition 3.13
Eine AlgebraR = (R +,-) vom Typ (2,2) ist ein Ring, falls gilt:
e (R +) ist eine abelsche Gruppe mit0R
e (R,-) ist ein Monoid mit 1€ R

e + und- sind distributiv

3.34 Lemma
SeiRein Ring. Dann gilt:
1) a-0=0-a=0 Va,beR
(20 a(-bj=(-a)-b=—(a-b) VvabeR
3 —-(-a=a vaeR
4) —(a+b)y=(-a)+—(b) Ya,beR

Schreibweisea—b = a+ (—b)
Sei~ eine Kongruenzrelation ai.
Wir betrachten die Teilmeng@].. :={ac€ R |a~ 0}

=a —a'=0

—g~—d / / !

a~d =" a+(-d) ~ a+4(-d)
“——n — Kongruenz

=a—a’
& a—a €10~
= ~ ist vollstandig beschrieben durd®j....
Seienu,v € [0]... Dann gilt:
U~0,v~0=u+u~0=u+ve 0.
3.35 Definition (Ideal)

SeiR= (R +,-) ein Ring,
| C Rheilt IDEAL? (in Zeichenl < R), falls gilt:

e O€el
e abel=a+bel,—acl

e acRucl=a-uelundu-acl

2|deal auf Chinesiscr: L ﬁ‘
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3.36

3.37

3.38

3.39

§ 3 Ringe und Ideale

Satz

Ist ~ eine Kongruenzrelation atg, so istl = [0]. <R

Umgekehrt: Ist <R, so wird durcha~ & < a—a €| eine Kongruenzrelation definiert.

(Dabei ist[0].. = I und[a].. =a+1.) SchreibweiseR/l := R/ ~ O
Satz

Ist R ein kommutativer Ring und € R beliebig. Dann gilt:

(1) R-d={a-d|ac R} <Ristein Ideal

(R-d heif3t auch das vod erzeugte AUPTIDEAL.)

(2) R-d =R« distinvertierbar in(R,-),d.h.3d": d-d' =1 O

Beispiel (vgl. Beispiel 3.28)

R=(Z,+,-)undme N, ~=~p,
DannistmZ <Z und 1Z = 7Z. O

Konvention

In einem kommutativen Ring schreibt man:

at+a+...+a=k-a
N————

k-mal

Beispiel

Zeigen Sie: Keine ganze Zahl der Form-1- 8 ist die Summe von 3 QuadratenZnfir n € Z.

Beweis (indirekt)
Annahme:z=7+n-8=a?+b’+c? furab,ce Z

Betrachte:¢ : Z — Zg,z— [Zs

R Homomorphismus (vgl. Sa&.31(a))

= Quadrate irZg sind: Q1,4,...
= Summen von drei Quadraten#y sind nicht gleich 7
= Behauptung O
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§4

3.40

3.41

3.42

3.43

3 Algebraische Strukturen

Grol3te gemeinsame Teiler

Ring © kommutativer Ring> Integritatsbereict Hauptidealring
(Z,+,-) Primzahlen

D Euklidischer Rin .
KI[X] Polynomring

e Natlrliche Zahlerp > 2, fur die 1 undp die einzigen positiven Teiler sind, nennt marii?-
ZAHL,z.B.23,57,11,1317,..., 1ist keine Primzahl!

e Istme N keine Primzahl unen > 1 mitm= p-gmit 1 < p,q < m, dann gilt:
[Pl A= [P A= [M, = [0],, = 0 in Z, aberp],, # 0 und[q],, # O, weil 1< p,q,< m. O

Definition (Integritatsbereich)

SeiR= (R +,-) ein kommutativer Ring. Sea # 0 undb # 0, abera-b = 0, so heilera und b
NULLTEILER.
R heil}t NTEGRITATSBEREICH, falls Rkeine Nullteiler enthalt, d.ra-b=0=a=0vb=0. O

Beispiel

(1) Z ist ein Integritatsbereich.

(2) Z[X] st ein Integritatsbereich.

(3) SeiK ein Kérper. Dann sint [X] undK [[X]] Integritétsbereiche.

(4) Z4ist kein Integritétsbereich, detig], - [2], = [0],.
Zm ist kein Integritatsbereich, werm keine Primzahl ist. O

Definition (gréRter gemeinsamer Teiler)
SeiR ein Integritatsbereich.

(1) a|b< 3Ice Rmitb=a-c. In Worten: ,a teilt b*.
atb< Ace Rmitb=a-c.

(2) d € Rhei3t eiNnGROSSTER GEMEINSAMERTEILER VOna,b € R, in Zeichend € ggT(a, b), wenn:

e d|aundd|b.
e (clanc|b)=c|d O

Bemerkung

SeiR= (R, +,-) ein Integritatsbereich. Jedes Elemanrt R heit ENHEIT in R, falls u~! existiert.
R ={ueR|JutleRmitu-ut=1}

(1) In Z sind nur—1 und 1 Einheiten, z.B. gg[B,10) = {-2,2}.

(2) Istu e Reine Einheit inR, so giltu| ava € R, denna=u(u'a).

(3) Istd € ggT(a,b) in Rundue R* = u-d € ggT(a,b).
Umgekehrt kann man zeiged;d’ € ggT(a,b) = d’ = u-d fur einu € R*.

(4) Nichtin jedem Integritatsbereich gilt: gd&,b) = {1}. |

A\
SIntegritatsbereich auf Chinesisc% j/
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§5

3.44

3.45

3.46

3.47

3.48

3.49

3.50

§ 5 Eindeutige Primfaktorzerlegung

Eindeutige Primfaktorzerlegung

Definition (irreduzibel)

SeiR ein Integritatsbereictp € Rund p # 0 undp ¢ R* heiBtiIRREDUZIBEL, falls gilt:

p=ab=acRVbeR

Beispiel

p € Z istirreduzibeks p oder—pist eine Primzahl. O

Beispiel

Seil = {a+by/-3]|abe Z}. Dann gilt:
(a) | ist ein Integritatsbereich.

(b) I"={-1,1}

(c) |af* = 4= a istirreduzibel.

(d) 4=2-2= (1++/-3) (1— v—3) (zwei verschiedene Primfaktorzerlegunget)in O

Frage

Welche Integritétsbereictighaben die Eigenschaft, dass jedesR\ ({0} UR¥) eine eindeutige Prim-
faktorzerlegung hat? O

Definition (Primfaktor-Zerlegung)

SeiR ein Integritatsbereicta € R hat eine eindeutige MFAKTOR-)ZERLEGUNG, falls gilt:
a=pi,...,pr Mit p; irreduzibel unda = qy,...,q- mit g; irreduzibel=-r = s und mit passender
Umsortierung ist = ujp mituy; e R* firi=1,....s. O

Bemerkung

Hata € R eine eindeutige Zerlegung, so &t R\ ({0} UR*), dennO=a; -...-aq = 33 = 0 aber 0
ist nichtirreduzibelundi=a;-...-ag = 1=a (u*laz e aB), aber Einheit ist nicht irreduzibdll

Zwei spezielle Ringe: Hauptidealring O Euklidischer Ring

Definition (Hauptidealring)

Ein IntegritatsbereiclR heil3st HAUPTIDEALRING, wenn jedes Idedl von R ein Hauptideal ist, d.h.
Id e Rmit| =R-d. O

Satz

SeiR ein Hauptidealring.
Dann hat jedea € R\ ({0} UR") in Reine eindeutige Primfaktorzerlegung. O
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3 Algebraische Strukturen

3.51 Definition (Euklidischer Ring)
Ein IntegritatsbereicR heil3t ein UKLIDISCHER RING, falls gilt:
(1) 35 mit R\ {0} — No
(2) Zua,b e Rmit b # 0 existiertq,r € R, so dass = gb+r mit 3(r) < d(b).

Ein Euklidischer Ring R, d) hei3t NOorRM-EUKLIDISCHER RING, wenn:
d:R— Ng mit 0(2)=0 “a=0
o(a-b)=290(a)-d(b)

3.52 Beispiel

a ,fallsa>0

1) (Z,]-|) ist ein Norm-Euklidischer Ring, wobéa| =
(1) (Z,|]) ist ein Norm-Euklidischer Ring, wobég| {—a fallsa< 0
(2) SeiK ein Korper.R= (K [X],grad) ist ein Euklidischer Ring.

grad(f) ,f#0

ist ein Norm-Euklidischer Ring. O
0 ,f=0

R= (K [X],d) mita(f):{
3.53 Satz

Ein Euklidischer RingR ist ein Hauptidealring. Somit hat jede% R\ ({0} UR*) in Reine eindeutige
Primfaktorzerlegung. ]

3.54 Folgerung
In Z hat jedesa € Z \ {0} eine eindeutige Primfaktorzerlegung in der Form:
a=pupy:--p2, pi Primzahlundue Z* = {-1,1}
Beweis

Beispiel3.521) und SatA.53 O

3.55 Bemerkung

Aus Folgerung.54folgt der FUNDAMENTALSATZ DER ARITHMETIK.
Jede Zahh € N mit n > 2 1af3t sich eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen:

n= ptll-pt22~~~pff
Wobeip: < p2 < -+ px Primzahlen sind untd, ... ,tx € IN. O

3.56 Satz

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis (indirekt)

Annahme:py, ..., pk sind alle Primzahlerk € IN.
Setzen=p;-p2---pk+1 ()
B:> n3ist8keine Primzahl.
em348, _ pﬁl . ptn?2 e ptﬁ%S mit pp, < --- < Png Primzahlen undi € N (xx)
= pn, [N—1
**
= Pn [N
= unmoglichy O
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§ 5 Eindeutige Primfaktorzerlegung

3.57 Satz (Primzahlen)
Fir allen € N gilt:

n
n =(1+ o(1 —
W) = (0 o) ) s
# der Primzahler<n —0,n—00

3.58 Bemerkung

Wie findet man Primzahlen?

(1) Finde alle Primzahlek n:
ZB..n=36

[ §
=
m
=
m(36) =11
Weiterhin:1i(49) = 15 undm(100) = 25.
Man schreibt alle Zahlen von 2 bisauf und wendet dann den folgenden Algorithmus an:

TL®
B EL
B iE

RER:
1 IS
1L

forifrom 2 toy/Ndo begin
fallsiungestrichen, streiche alle Vielfachen 2i,3i,... voni
end

Die am Ende Ubrig gebliebenen ungestrichenen Zahlen sind dann genau die Prirazahlen

(2) Finde groRRe Primzahlen:

Randomisierte Verfahren der derzeit effizientesten Primzahltester (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie

und Statistik). O

3.59 Satz (,kleiner Fermat®)

Fir allen € N mit n > 2 gilt:

nPrimzahl < a"! = 1(mod n) Vae Z\ {0}

O
3.60 Definition (eulersche ¢-Funktion)
¢ : N — N mit ¢(n) :=| Zy, | heiBtEULERSCHE)-FUNKTION, wobei:
Zi, ={ac Zn\ {0} | ggT(n,a) = 1} 0
3.61 Lemma
Istn= ptl1 fe pﬂ‘mitpl < p2 < --- < px Primzahlen, so gilt folgendes:
X fi—1
¢(n) =[P —1)pf
[]p-2e
(]
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3.62

3.63

3.64

3.65

3.66

3 Algebraische Strukturen

Satz (Euler)

Far allen € N mit n > 2 gilt:

a®™ = 1(mod n) Va € Z;

n Primzahl

(Bemerkung: Sat3.57 — 1Sat23.50)

¢ (n)=n—
BerechneggT(a,b) fira,b € Z = (Z,+,¢)

¢ Euklidischer Algorithmus (vgl. Ubung 11):
?=09T(729 153

e Primfaktorzerlegung:
729=3°
153=32.17
= ggT(729,153 =9

e Division mit Rest:
729=4.153+117
153=1-117+36
117=3-36+9
36=4-9+0
= ggT(729153 =9 O

Lemma

Sindm,n € N mit m< nundmft n, so gilt:
ggT(m,n) = ggT(nmod m,m)

Beweis

Ubung. O

Satz (Euklidischer Algorithmus)

Seienap,a; € N mitag > a1

Man bestimmt suksessivg, a; € N wie folgt:
Pp=qart+amtd<a<a
a=Qax+azmit0<azg<ap

A 1=k 1k 1t+axmitO<ag<a—1
Dann gilt:ax = ggT(ap, a1). -

Definition (normiert)

n
Ein Polynomf = 5 axX heiRtNORMIERT, wenna, = 1. O
k=0

Folgerung

Ist K ein Kdrper, so hat jedes Polynofne K[x] \ {0} eine eindeutige Zerlegung (bis auf die Reihen-
folge der Faktoren) in der Form:
f=ufy-fo... fr,ne K* und f; ist irreduzibel und normiert.
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§ 5 Eindeutige Primfaktorzerlegung

Beweis

Beispiel3.52und Satz3.53 |

3.67 Satz
Es sei(R,d) ein euklidischer Ringund & f € R, so ist:

R/fR={lg]+ [g€ R 8(g) < 8(f)} U{0}

wobei[g]t =g+ fR={g+ fZ|ze R}
Es istR/fRKd&rper.< f istirreduzibel.

Beweis

Da (R,0) ein euklidischer Ring ist und # 0 gibt es zu einem beliebigeme R stetsqg,r € R mit
g=q-f+r mitr =0 oderd(r) < o(f).

=g-r=gq-f eR also:[g]f = [r]s.

Nach Definition gilt:

R/fR={[gls [g€ R} = {[gl | g€ R.8(g) < 3(f)} U{0}

Nun zeigen wirR/fRist ein Kdrpers f istirreduzibel.

,<"1 (Ist f irreduzibel, so isR/fRein Korper.)

Sei 0+ [g]t € R/fR. Zu zeigeng];* existiert.

f istirreduzibel= f{g=- 1€ ggT(f,q)

= dy,ze R:1=yf+2zg

U11, A2
= [t = [yfls +[Z+ - [gl+
X

1=[Z¢-[glr = [g]¢ istinvertierbar mifg];* = [t
Also: R/ fRist ein Kérper.
»="1 (IstR/fRein Korper, so ist irreduzibel.)
Wir zeigen: Seif nicht irreduzibel, dann igR/ fR kein Kérper.
f ist nichtirreduzibel= 3a,bc R\R*: f =a-b
[flf =[a-bjs =[a]s - [b]f
Y
Ware[a]s =0, so géltef |a,dh.3gycRa="f-a
=f=ab=f-ag-b=a-b=1=beR}%
~—
=1eR*
Also: [a]f # 0.
Analog kann man zeigetfb]s # 0.
Insgesamt isR/ f R kein Integritétsbereich.
R/ fRist kein Korper.
(Bemerkung: Istf € R*, so istR/ fR= R/R= {0} kein Korper.) O

3.68 Beispiel

SeiK = Zj = {0,1}. Dann istK ein Kdrper

(Z3[x],8) mit &(g) = gradg) flr g € Z[x] ist ein euklidischer Ring.

Gegeben isf = x3 +x+ 1 € Z[x]. Dann istf irreduzibel.

Z2X/ tz,x = {[a0 +aax+ axX?) | ap,a1,az € Zo} ist ein Kérper mit 8 Elementen, die durch 3 Bits
dargestellt werden:

[a0 + arx+ axx?] ¢ <> apazdy

o =[Xf « 010

a? = [x?] « 001
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3.69

§6

3.70

3 Algebraische Strukturen

ad = [Xa]f = [X+l]f ~— 110
dennxd® = (x+1) + (C+x+1)-1
=t
at=0d.-a =[x +x¢=[x+1f < 011
aS=at a=pC+xs = [+x+1]; 111
denni® +x% = (% +x+ 1+ (C+x+1)
——— \_\/f_/
=0 =
ab =a%-a = +x% = [ +x+1f < 101
dennx 4+ X2 +x= (¢ + 14 (C+x+1)
—_——  —

=g =f
a’=a® a=]pC+xs = [1f « 100
a=a O
Bemerkung
Ista’ = B, so schrankt man= log, (B) ein (,diskreter Logarithmus"). O

Endliche Korper

Vorbemerkungen

Unendliche Korper:
(Qa+7')v (R7+a')v (®a+>)

Endliche Korper:

(1) (Z2,4+2,2), wobei+ :a+nb:=(a+b)ymodn,-n:a-nb:= (a-b)mod n.
| Z2 |=2
(2) (ZoX/fZ2]X], ++,-t) mit f =x3+x+1 (vgl. Beispiel3.68),
wobei+ :g+fh:=(g+h)mod f, -t : g-th:=(g-h)mod f.
|Z2[X)/ (@ + X+ 1) Z2[X]| = | {[a0+ arX+ axX?] 1 | @0,a1,82 € Z2 } |
= {0,1,%, 14 %,X2, 1+ X2 X+ X2, 1+ X+ X2}| = 23
Wir werden uns in diesem Abschnitt mit der Konstruktion von endlichen Kérpern beschaftigen.

Anwendung: CD-Spieler.
Aus Satz3.67erhalten wir sofort die Folgerurigy 70 O

Folgerung
(1) (Zn,+n,n) ist ein Kérpers nist Primzahl.
(2) SeiK ein Korper undf € K[x]. Dann gilt:
(K[X]/fK[X],+7+,-1) ist ein Kdrper< f istirreduzibel libeK|x]
(D.h.: f =g-h< gradg) = 0 oder gragh) = 0) O

Bemerkung

pX, p Primzahlk € N,
Bis auf Isomorphie kann man einen endlichen Kérperphitielen Elementen konstruieren.
Wenn ja: ist die Konstruktion eindeutig? |
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§ 6 Endliche Korper

3.71 Satz
(1) Fir einn e N gibt es einen Kérper mit Elementen= n = pX fiir eine Primzahp und eink € N.

(2) SindKz undK; zwei endliche Kérper mitK; |=| Kz |, so giltK; = Ka.

(GALOISKORPER(engl. galois field) mitp* Elementen, GFp¥): der (bis auf Isomorphie) eindeu-
tige endliche Kérper mip¢ Elementen.)

Mit Folgerung3.70und SatZ3.71kann man alle endlichen Kérper konstruieren. |

3.72 Satz

In jedem endlichen KorpeK ist die multiplikative GruppeK* zyklisch, d.h. es gibt ein Elemeate
K*=<a>={laa?...,ak"?}.
Z.B. (vgl. Beispiel3.69:
(Zo[X/ (3 +x+1)Z2[X)* = < [X¢ >
——

GENERATOR

o Effiziente Implementierung:

Seip eine Primzahl.

k=1:GRp) = (Zp, +p,p)

k> 1: GH(pX) = Zp[x]/ f Zp[X], f irreduzibel mit gragf) = k.
k=1 .

(Zp[x]/pr[x] = {.zoa-x' |a € Zp} ~apay---ak-1,8 € Zp,i :O,l,...,k—l)
1=

D.h.: Wir kénnen die Elemente i@ p[x]/fZp[x in kanonischer Weise durch Zeichenketten

apay - --k—1 mitg € Zp kodieren.

¢ Addition von zwei Polynomen:

a(x) «— apay - a1

b(X) —> bobl s bk_]_

C(X) <« CoC1- -+ Ck_1, G = (& +bj)mod p

e Multiplikation von zwei Polynomen:

(@) c(k) =a(x)-b(x) =(...)-(...) ausrechnen, dann den Rest modfileestimmen— relativ
aufwendig

(b) a(x)~§;bixi =a(x)-bp+x-(a(x)-br+x- (... +x-(a(x) - bx_2+x-a(x) - bx_1))) O

3.73 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 3.68)
p=2k=3, f=x3+x+1¢c Zy[x irreduzibel.

Za[X|/ (X3 +x+1)Z2[X | Kurzdarstellung

0 000

1 100

X 010

14X 110

X2 001

14x2 101

X+ X2 011

14X+ x2 111

Seien nura(x) = x+x? undb(x) = 1+ x+x2. Dann gilt:
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3 Algebraische Strukturen

a(x) -b(x) = a(x) -\bgﬂ—x- (a(x) -\b/1_/+x- a(x) '\b,z_/)

1 1 1
Aufgabe Realisierung Ergebnis
Berechne(x) - by b, =1, alsoa(x) - by = a(x) 0110
Multipliziere mit x Shift nach rechts 0011
Berechne Rest modulb | XOR mit f = 1101 1110
Addierea(x) - by b1 = 1, also XOR mita= 0110 | 1000
Multipliziere mit x Shift nach rechts 0100
Berechne Rest modulb | letztes Bit =0 -
Addierea(x) - bg bg = 1, also XOR mita=0110| 0010

Aus der letzten Zeile kénnen wir das Ergebnis ablesen:

a(x)¢ - b(x) = x?
Test:

(X+X2) - (L4 X+X) = X+ X2 4+ X2 453+
=X+ 2 4+ 2¢ +x¢
SO
S0 -0
=x+x*
=X+ x- (C+x+1)

———
=f

Nach Sata.72gibt es fiir jedes Polynoti{x) € Zp[X/ fZp[X einl; € {0,1,...,p*?}
mit t(x) = a'.

In Beispiel3.684gilt: o = [X].

a(x) =x+x2=a* b(x) = 1+x+x% = ad.

Dann gilt:a(x) - b(x) = a'a - alb = qllatlb)mod p-1 _ g4 o5 — gOmod Z-1 _ 52 _ y2,

Wie speichert man Daten auf CDs?
= ,READ-SOLOMON-CODE" (endliche Korper)

(A0 1]~ [ [O]1[ [ |0[1]
s Bits s Bits s Bits
=1 Block
k Blécke
— ENDE —
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