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1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

§ 1 Elementare Zählprinzipien

M: endliche Menge
|M |= Anzahl der Elemente vonM
|M |= n,n∈N= {1,2, . . .}⇔ Es gibt eine Bijektionf : M→{1,2, . . . ,n}.
Eine MengeM mit |M |= n heißtn-Menge.
|M |= 0⇔M = /0 (leere Menge).

1.1 Lemma (Mengen)

SeienA undB zwei Mengen.

(a) | A |=| B |⇔ Es gibt eine Bijektionf : A→ B.

(b) | A
⊎

B |=| A |+ | B |; A
⊎

B heißt dieDISJUNKTE VEREINIGUNG vonA undB, d.h. es gilt:

A
⋂

B = /0 (vgl. Abbildungen1.1und1.2).

Abbildung 1.1:Disjunkte Vereinigung vonA undB (A
⊎

B)

Abbildung 1.2:Vereinigung vonA undB (A
⋃

B)

(c) | A×B |=| A | · | B |
A×B = {(a,b) | a∈ A∧b∈ B} heißtKARTESISCHESPRODUKT vonA undB. �

1.2 Folgerung

SeienA undB zwei endliche Mengen.
Abb(A,B) := BA = Menge aller Abbildungen vonA nachB.
Dann gilt:| BA |=| B ||A|.
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1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Beweis

Seien| A |= n und| B |= m, alsoA = {a1,a2, . . . ,an}.
BA→ B×B× . . .×B︸ ︷︷ ︸

n-mal

ist eine Bijektion.

⇒| BA |=| B×B× . . .×B︸ ︷︷ ︸
n-mal

| =
1.1(c)
| B | · | B | · · · | B |︸ ︷︷ ︸

n-mal

=| B |n=| B ||A|. �

1.3 Definition (Permutation)

SeiA eine Menge.
f : A→ A heißt PERMUTATION vonA, wenn f bijektiv ist. �

1.4 Lemma

SeiSn := {σ |σ : {1,2, . . . ,n}→{1,2, . . . ,n} bijektiv} := Sym{1,2, . . . ,n} (SYMMETRISCHE GRUPPE

vom Gradn).
Dann gilt:| Sn |= n· (n−1) · (n−2) · · ·2·1 = n!
(Bemerkung:n! = Anzahl der Möglichkeiten, einen-Menge anzuordnen.)

Beweis

s. Lineare Algebra I �

1.5 Satz (Potenzmenge)

Die Anzahl der Teilmengen einern-MengeA ist 2n (d.h. | A |= n⇒ | P(A) |= 2n, wobei P(A) = {B |
B⊆ A} die POTENZMENGEvonA ist).
(Beispiel:A = {1,2}, P(A) = { /0,{1},{2},{1,2}})

Beweis

SeiB⊆ A.

χB : A→{0,1},χB(x) =

{
1 , für x∈ B

0 ,sonst
heißtCHARAKTERISTISCHEFUNKTION vonB.
B = {x∈ A | χB(x) = 1}.
⇒ Es gibt eine Bijektionf : P(A)→{0,1}A mit f (B) = χB für alleB⊆ A.
⇒ | P(A) |=| {0,1}A | =︸︷︷︸

Folg.1.2

| {0,1} ||A|= 2n. �

1.6 Definition (Teilmengen)

SeiA eine Menge undk∈Nmit k≤| A |.

Pk(A) =
(

A
B

)
=: {B⊆ A | | B |= k}= Menge allerk-Teilmengen vonA. �

1.7 Bemerkung

P(A) =
n⊎

k=0
Pk(A),n =| A |.

Lemma1.1(b)=⇒ | P(A) |=| P0(A) |+ | P1(A) |+ . . .+ | Pn(A) |=
n
∑

k=0
| Pk(A) |. �

2



§ 1 Elementare Zählprinzipien

1.8 Lemma

SeiA eine Menge mit| A |= n. Dann gilt:

| Pk(A) |=
(

n
k

)
=

n· (n−1) · (n−2) · · ·(n−k+1)
k!

=
n!

k!(n−k)!
.

Beweis

| {(b1,b2, . . . ,bk)︸ ︷︷ ︸
geordnetesk-Tupel

| bi ∈ A,bi 6= b j für alle i 6= j} |= n· (n−1) · (n−2) · · ·(n−k+1).

Es gibtk! Anordnungen vonb1,b2, . . . ,bk.

⇒| Pk(A) |= n· (n−1) · (n−2) · · ·(n−k+1)
k!

=
(

n
k

)
. �

2. Beweis von Satz 1.5

Zu zeigen:| P(A) |= 2n, wenn| A |= n.

| P(A) |=
n
∑

k=0
| Pk(A) |=

n
∑

k=0

(
n
k

)
=

n
∑

k=0

(
n
k

)
·1k ·1n−k Binomialsatz= (1+1)n = 2n. �

1.9 Satz (Pascal-Dreieck)

Für allen,k∈Nmit n > k gilt (vgl. Abbildung1.3):(
n
k

)
=
(

n−1
k−1

)
+
(

n−1
k

)
.

Beweis 1 (durch Nachrechnen)(
n−1
k−1

)
+
(

n−1
k

)
= . . . =

(
n
k

)
, s. Analysis für Informatiker.

Beweis 2 (kombinatorisch)(
n
k

)
= Anzahl derk-Teilmengen vonA mit | A |= n.

Pk( A︸︷︷︸
={a1,a2,...,an}

) = {M ⊆ {a1,a2, . . . ,an} | |M |= k} (partitionieren)

= {M′
⋃
{an} |M′ ⊆ {a1,a2, . . . ,an} und |M′ |= k−1}

⊎
{M′′ ⊆ {a1,a2, . . . ,an−1} | |M′′ |= k}

⇒
(

n
k

)
=
(

n−1
k−1

)
+
(

n−1
k

)
. �

1 n = 0
1 1 n = 1

1 2 1 n = 2
1 3 3 1 n = 3

1 4 6 4 1 n = 4
1 5 10 10 5 1 n = 5

Abbildung 1.3:Pascal-Dreieck fürn = 0,1, . . . ,5

1.10 Satz (Vandermonde’sche Identität)(
n+m

k

)
=

k

∑
l=0

(
n
l

)(
m

k− l

)
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1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Beweis

SeiA eine Menge mit| A |= n+m, alsoA = B
⊎

C mit | B |= n und|C |= m.(
A
k

)
l
= {X ⊆ A | | X |= k und | X

⋂
B |= l}l=0,1,...,k.

Dann gilt:

(
A
k

)
=

k⊎
l=0

(
A
k

)
l

⇒
(

m+n
k

)
=
∣∣∣∣(A

k

)∣∣∣∣= k
∑

l=0

∣∣∣∣(A
k

)
l

∣∣∣∣= k
∑

l=0

(
n
l

)(
m

k− l

)
�

Bezierkurven (Anwendung der Sätze 1.9 und 1.10 in der Computergraphik)

• FREIFORMKURVE: eine gewünschte Kurve soll durch möglichst wenige Punkte möglichst gut
beschrieben werden.

• SPLINES: beruhen auf Polynomen

• BÉZIERKURVE: StützstellenP1,P2, . . . ,Pn

P(t) :=
n
∑

i=1
Bn,i(t) ·Pi , t ∈ [0,1], wobeiBn,i(t) =

(
n
i

)
· t i · (1− t)n−i (BERNSTEINPOLYNOM)

Satz1.9⇒ Rekursionsgleichung

Bn,i(t) = t ·Bn−i,i−1(t)+(1− t) ·Bn−i,i(t)
Sie liefert eine effiziente Berechnung der Bézierkurve. �

1.11 Lemma (Doppeltes Abzählen)

SeienSundT Mengen undR⊆ S×T︸ ︷︷ ︸
:={(s,t)|s∈S∧t∈T}

eine Relation.

s1 : (s1, t1,1), (s1, t1,2), (s1, t1,3) ti : (ti ,si,1), (ti ,si,2)
s2 : (s2, t2,1), (s2, t2,2)
...

...
sn : (sn, tn,1)

Dann gilt:| R |= ∑
s∈S
| {t ∈ T | (s, t) ∈ R} | (Zeilensumme)

= ∑
t∈T
| {s∈ S| (s, t) ∈ R} | (Spaltensumme) �

1.12 Satz (SCHUBFACHPRINZIP)
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§ 1 Elementare Zählprinzipien

Ist f : X→Y eine Abbildung und gilt| X |>|Y |, so gibt es einy∈Y mit | f−1(y)| ≥ 2.
(Verteilt mann Elemente aufmFächer, wobein> m ist, so gibt es mindestens ein Fach, das 2 Elemente
enthält.) �

1.13 Beispiel (Schubfachprinzip)

(1) In jeder Gruppe von 13 Personen befinden sich zwei, die im selben Monat Geburtstag haben.

(2) In jeder GruppeP von Personen gibt es immer zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Personen
in P kennen.

(Annahme: Die Relation „kennen“ ist symmetrisch.) �

Beweis

Setze:P = {p1, p2, . . . , pn}
f : P→{0,1,2, . . . ,n−1}

Fall 1: ∃pi ∈ P mit f (pi) = 0

⇒ f (p j) 6= n−1,∀p j ∈ P\{pi}

⇒ f (p)⊆ {0,1,2, . . . ,n−2})︸ ︷︷ ︸
n−1 Zahlen

Fall 2: ∀pi ∈ P mit f (pi) 6= 0

⇒ f (p)⊆ {1,2,3, . . . ,n−1})︸ ︷︷ ︸
n−1 Zahlen

Somit gilt: | P |>| f (p) |.
Nach dem Schubfachprinzip gibt es mindestens zwei Personenpl und pk mit f (pl ) = f (pk). �

1.14 Satz (verallgemeinertes Schubfachprinzip)

Ist f : X→Y eine Abbildung, so gibt es einy∈Y mit | f−1(y)| ≥
⌈
|X|
|Y|

⌉
(Beispiel: Verteilt man 7 Bücher auf 3 Fächer, so gibt es mindestens ein Fach, das 3 Bücher enthält
etc.)

Beweis (indirekt)

Annahme:∀y∈Y : | f−1(y)| ≤
⌈
|X|
|Y|

⌉
−1

|X|= |
⊎

y∈Y
f−1(y)|= ∑

y∈Y
| f−1(y)| ≤ |Y| ·

(⌈
|X|
|Y|

⌉
−1
)
≤ |Y| ·

((⌈
|X|−1
|Y|

⌉
+1

)
−1

)
= |X|−1 � �

5



1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Rückblick auf Lemma 1.1 (c) und (b)

| A×B |=| A | · | B |

• M = A1×A2× . . .×An

⇒|M |=| A1 | · | A2 | · · · | An |=
n
∏
i=1
| Ai | (Produktregel)

Seien A und B zwei disjunkte Mengen so gilt:| A
⊎

B |=| A |+ | B |

• SeienA1,A2, . . . ,An paarweise disjunkte Mengen (d.h.Ai
⋂

A j = /0 für i, j ∈ {1,2, . . . ,n} mit

i 6= j) undS= A1
⋃

A2
⋃

. . .
⋃

An =
n⊎

i=1
Ai ⇒ | S|=| A1 |+ | A2 |+ . . .+ | An |=

n

∑
i=1
| Ai |︸ ︷︷ ︸

Summenregel

Problem:

SeiS= A1
⋃

A2
⋃

. . .
⋃

An, wobeiA1, . . . ,An nicht unbedingt paarweise disjunkt sind.
| S|= ?

Triviale Beispiele:

• Für zwei MengenA1 undA2:

| A1
⋃

A2 |=| A1 |+ | A2 | − | A1
⋂

A2 |

• Für drei MengenA1, A2 undA3:

| A1∪A2∪A3 |=| A1 |+ | A2 |+ | A3 |
− | A1∩A2 | − | A1∩A3 | − | A2∩A3 |+ | A1∩A2∩A3 | �

1.15 Satz (Prinzip der INKLUSION und EXKLUSION, SIEBFORMEL)

Für endliche MengenA1,A2, . . . ,An gilt:∣∣∣∣∣ n⋃
i=1

Ai

∣∣∣∣∣= n

∑
r=1

(−1)r−1 ∑
1≤i1<...<ir≤n

∣∣∣∣∣ r⋂
j=1

Ai j

∣∣∣∣∣
Beweis

Seia∈
n⋃

i=1
Ai beliebig.

(1) Auf der linken Seite wirda genau einmal gezählt.

(2) Zu zeigen: Auf der rechten Seite wirda auch genau einmal gezählt.

Annahme:a∈ At j , j = 1,2, . . . , l unda 6∈
n⋃

i=1
Ai \

l⋃
j=1

At j

Dann wirda in der Summe ∑
1≤i1<...<ir≤n

|
r⋂

j=1
Ai j | genau

(
l
r

)
-mal gezählt. Denn:{t1, t2, . . . , tl}

enthält genau

(
l
r

)
r-Teilmengen, s. Lemma1.8.

⇒ a ist auf der rechten Seite genau
l
∑

r=1
(−1)r−1

(
l
r

)
= 1+

(
−1+

l
∑

r=1
(−1)r−1

(
l
r

))
= 1−

l
∑

r=0
(−1)r

(
l
r

)

6



§ 2 Mengenpartitionen

= 1−
l
∑

r=0

(
l
r

)
(−1)r ·1l−r = 1− (−1+1)︸ ︷︷ ︸

=0

l = 1

mal gezählt. �

1.16 Beispiel

Seik∈N undMk = {n∈N | 1≤ n≤ 100,k teilt n}.
Bestimmen Sie:
|M2

⋃
M3

⋃
M5 | (Anzahl der durch 2 oder 3 oder 5 teilbaren natürlichen Zahlen≤ 100)

Lösung:

|Mk |=
⌊

100
k

⌋
, da genau jedek-te natürliche Zahl durchk teilbar ist.

|M2
⋃

M3
⋃

M5 |=|M2 |+ |M3 |+ |M5 | − |M2
⋂

M3︸ ︷︷ ︸
=M6

| − |M2
⋂

M5︸ ︷︷ ︸
=M10

| − |M3
⋂

M5︸ ︷︷ ︸
=M15

|

+ |M2
⋂

M3
⋂

M5︸ ︷︷ ︸
=M30

|

=
⌊

100
2

⌋
+
⌊

100
3

⌋
+
⌊

100
5

⌋
−
⌊

100
6

⌋
−
⌊

100
10

⌋
−
⌊

100
15

⌋
+
⌊

100
30

⌋
= 50+33+20−16−10−6+3

= 74 �

§ 2 Mengenpartitionen

1.17 Definition (Partition)

SeiM eine Menge mit|M |= n.

• Eine PARTITION P von M ist eine Zerlegung vonM in eine Vereinigung disjunkter nichtleerer
Teilmengen.

• Gilt M = A1
⊎

A2
⊎

. . .
⊎

Ak mit Ai 6= /0 für i ∈ {1,2, . . . ,k}, so heißtP = {A1,A2, . . . ,Ak} eine
k-Partition vonM.

• Partk(M) := {P | P ist einek-Partition vonM}.

• STIRLINGZAHLEN zweiter Art:

Sn,k := |Partk(M)| für n,k≥ 0 undS0,0 := 1

Sn,k =:

{
n
k

}
= Anzahl derk-Partitionen einernn-Menge.

�

1.18 Beispiel

(1) M = {1,2,3,4}
Part1(M) = {M}
Part2(M) = {{{1},{2,3,4}};{{2},{1,3,4}};{{3},{1,2,4}};{{4},{1,2,3}};{{1,2},{3,4}};
{{1,3},{2,4}};{{1,4},{2,3}}}

= {{A,M \A} | A⊆M,A 6= /0,A 6= M} für |M |= n.

7



1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Im Allgemeinen:

| Part2(M) |= 1
2(2n−2), für |M|= n

(2) Für n≥ 1 gilt:

Sn,0 = 0

Sn,1 = 1

Sn,n−1 =
(

n
2

)
Sn,n = 1

Ist k > n, so giltSn,k = 0. �

1.19 Satz (STIRLING-DREIECK ZWEITER ART)

Für allek,n∈Nmit 1≤ k≤ n gilt
Sn,k = Sn−1,k−1 +k ·Sn−1,k

Beweis (kombinatorisch)

SeiA = {a1,a2, . . . ,an}. Dann gilt:
Partk(A) = {P∈ Partk(A)|{an} ∈ P}︸ ︷︷ ︸

={P′∪{an}|P′∈Partk−1{a1,...,an−1}}

∪ {P∈ Partk(A)|{an} /∈ P}︸ ︷︷ ︸
={{{an}∪B1,B2,...,Bk},{B1,{an}∪B2,B3,...,Bk},...,

{B1,...,Bk−1,{an}∪Bk}|{B1,B2,...,Bk}∈Partk{a1,a2,...,an−1}}
⇒ |Partk(A)|= |Partk−1{a1, . . . ,an−1}|+k · |Partk{a1,a2, . . . ,an−1}|,
⇒ Sn,k = Sn−1,k−1 +k ·Sn−1,k. �

1 n = 0
0 1 n = 1

0 1 1 n = 2
0 1 3 1 n = 3

0 1 7 6 1 n = 4

Abbildung 1.4:Rekursion für die Stirlingzahlen 2. Art (Stirling-Dreieck 2. Art)

1.20 Satz

SeienM undN Mengen mit|M |= m und| N |= n. Dann gilt:

(a) | Abb(M,N) |=| N ||M|= nm (siehe Folgerung1.2)

(b) Menge aller injektiven Abbildungen vonM nachN:

| Inj(M,N) |= nm = n· (n−1) · · ·(n− (m−1)) („n hochm fallend“)

(c) Menge aller surjektiven Abbildungen vonM nachN:

| Surj(M,N) |= n! ·Sm,n

Beweis

SeiM = {a1,a2, . . . ,am}

(b) f : M→ N injektiv⇔ f (ai) 6= f (a j) für i 6= j

Somit gibt es fürf (a1) n Abbildungsmöglichkeiten, fürf (a2) entsprechendn−1 Möglichkeiten
usw.

Für f (am) bleiben letztendlichn− (m+1) Möglichkeiten.

Nach der Produktregel folgt die Behauptung.

8



§ 3 Permutationen

(c) SeiN = {b1,b2, . . . ,bn}, f : M→ N surjektiv.

{{a∈M | f (a) = b j} | j = 1, . . . ,n} ∈ Partn(M)

Für eine festen-Partition vonM permutiert man die Elemente inN.

⇒ Einen-Partition vonM entsprichtn! surjektiven Abbildungen, d.h.:

|Partk(M)|︸ ︷︷ ︸
=Sm,k

·n! = |Surj(M,N)|

Also: |Surj(M,N)|= n! ·Sm,k �

1.21 Satz

nm =
n
∑

k=0
nk ·Sm,k mit m,n∈N.

Beweis

SeienM undN Mengen mit|M |= m und| N |= n. Dann gilt:

Abb(M,N) =
⊎

A⊆N

Surj(M,A)

D.h. man kannf : M→ N als surjektive Abbildung vonM nach f (M) auffassen.

nm = |Abb(M,N)|= ∑
A⊆N

|Surj(M,A)|

=
n

∑
k=0

( ∑
A⊆(N

k)
|Surj(M,A)|)

=
n

∑
k=0

( ∑
A⊆(N

k)
k! ·Sm,k)

=
n

∑
k=0

(
N
k

)
·k! ·Sm,k

=
n

∑
k=0

nk

k!
·k! ·Sm,k

=
n

∑
k=0

nk ·Sm,k �

§ 3 Permutationen

Wiederholung

Sn = Sym{1,2, . . . ,n} := {a : {1,2, . . . ,n}→ {1,2, . . . ,n} | a bijektiv }
|Sn|= n!
Jede Permutationα ∈ Sn kann man durch eine Wertetabelle angeben.

α =
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 3 7 2 1 9 5 8 11 6 10

)
i

α(i)

1
''

2
%%
3 554hh 5ii 6

''
7

zz
8RR 9 8810ii 11

��

(
1 4 2 3 7 5

)
◦
(
6 9 11 10

)
◦
(
8
)

�
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1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

1.22 Definition (Zyklus)

Ein k-ZYKLUS (i1i2i3 . . . ik) ist eine Permutationα ∈ Sn mit

α(i1) = i2,α(i2) = i3, . . . ,α(ik−1) = ik,α(ik) = i1 undα(i) = i für alle i /∈ {i1, i2, . . . , ik},

wobei{i1, i2, . . . , ik} ⊆ {1,2, . . . ,n}. �

1.23 Bemerkung (Zyklen)

(1) Ein Zyklus ist nur durch die Reihenfolge der Elemente innerhalb des Zyklus bestimmt.

Z.B. ist
(
1 2 4 6

)
=
(
2 4 6 1

)
=
(
4 6 1 2

)
=
(
6 1 2 4

)
,

aber
(
1 2 4 6

)
6=
(
1 2 6 4

)
.

(2) Jedesα ∈ Sn lässt sich als Produkt von Zyklen schreiben. (Beispiel s. o.) �

Beispiel

M = {1,2,3}, Sn = Sym{1,2,3}
S3 = {

(
1
)(

2
)(

3
)
,
(
1
)(

2 3
)
,
(
2
)(

1 3
)
,
(
3
)(

1 2
)
,
(
1 2 3

)
,
(
1 3 2

)
}

|S3|= 3! �

1.24 Definition (Stirlingzahl)

Die Anzahl der Permutationen von{1,2, . . . ,n}, die genauk Zyklen haben, heißt STIRLINGZAHL ERS-

TER ART, bezeichnet mitsn,k oder

[
n
k

]
.

sn,k = 0 für k > n
sn,0 = 0 für n∈N
s0,0 := 1 �

Beispiel

Nach dem oberen Beispiel gilt:
s3,1 = 2, s3,2 = 3, s3,3 = 1

1.25 Satz (Stirling-Dreieck erster Art)

Für allek,n∈Nmit n≥ k≥ 1 gilt:

sn,k = sn−1,k−1 +(n−1)sn−1,k

Beweis (kombinatorisch)

Beispiel:M = {1,2,3,4}, Permutationen vonM mit genau 3 Zyklen:
{
(
1 2

)
(3)(4),

(
1 3

)
(2)(4),(14)(2)(3),

(
2 3

)
(1)(4),

(
2 4

)
(1)(3),

(
3 4

)
(1)(2)}

{σ1◦σ2◦ . . .◦σk | σ1◦σ2◦ . . .◦σk Permutation von{1,2, . . . ,n}mit genauk Zyklen}
{σ′1◦σ′2◦ . . .◦σ′k−1(n) | σ′1◦σ′2◦ . . .◦σ′k−1 Permutation von{1,2, . . . ,n−1} mit genauk−1 Zyklen}
n−1⊎
i=1
{σ′′1 ◦σ′′2 ◦ . . .◦σ′′k | σ′′1 ◦σ′′2 ◦ . . .◦σ′′k Permutation von({1,2, . . . ,n−1}\{i})∪{ (i,n)

als eine Zahl
}}

⇒ sn,k = sn−1,k−1 +(n−1)sn−1,k �
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§ 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

1 n = 0
0 1 n = 1

0 1 1 n = 2
0 2 3 1 n = 3

0 6 11 6 1 n = 4
0 24 50 35 10 1 n = 5

Abbildung 1.5:Rekursion für die Stirlingzahlen 1. Art (Stirling-Dreieck 1. Art)

1.26 Bemerkung

n

∑
k=1

sn,k = n! �

§ 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

Bei der Komplexitätsanalyse von Algorithmen entstehen oft Rekursionsgleichungen, z.B.:
a0 = 0
a1 = 1
an = an−1 +an−2

an = (an−2 +an−3)+an−2 = 2an−2 +an−3 = . . .
Um die Lösung zu finden, brauchen wir „erzeugende Funktionen“.
Rekursionsgleichungen beschreiben unendliche Folgen:

(an)n∈N = a0,a1,a2, . . . ,an, . . .

Wir führen eine neue Schreibweise für die Folge(an)n∈N ein:

a0 +a1x+a2x2 + . . .+anxn + . . . =
∞

∑
n=0

anxn („formale Potenzreihe“)

1.27 Definition (erzeugende Funktion)

SeiK ein Körper (z.B.K =R,C) und(an)n∈N0
∈ K∞ eine Folge. Die formale Potenzreihe

A(x) :=
∞

∑
n=0

anxn

heißtERZEUGENDEFUNKTION der Folge(an)n∈N0
, also:

A(x) :=
∞

∑
n=0

anxn = (an)n∈N0

K [[x]] =

{
∞

∑
n=0

anxn | an ∈ K ∀n∈N0

}
�

1.28 Bemerkung

(1) Für k∈N0 gilt: xk = (an)n∈N0
mit an =

{
1 , für n = k

0 , sonst
.(

δn,k =

{
1 , n = k

0 , sonst
heißt KRONECKER-SYMBOL

)
xk = (δk,n)n∈N0

11



1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

(2) Für m∈N0 gilt:
∞
∑

n=m
anxn = (b j) j∈N0

mit b j =

{
0 , j = 0,1, ...,m−1

a j , j ≥m
.

(3) Für k∈N gilt:
∞
∑

n=0
anxkn = (bi)i∈N0

mit bi =

{
0 , i 6= kn∀n∈N0

an , i = kn für einn∈N0
.

(4) Unterschiede zwischen Potenzreihen aus der Analysis und formalen Potenzreihen / erzeugenden
Funktionen (s. Tabelle1.1):

Tabelle 1.1:Unterschiede zwischen Potenzreihen aus der Analysis und formalen Potenzreihen / erzeu-
genden Funktionen

Potenzreihen aus der Analysis Formale Potenzreihen

f (x) =
∞
∑

n=0
anxn A(x) =

∞
∑

n=0
anxn = (an)n∈N0

unendliche Summe keine Summe, nur eine neue Schreibweise

der Folge(an)n∈N0

Funktion vonx i.A. nichts einzusetzen

Konvergenzfrage keine Konvergenzfrage

(5) Seien(an)n∈N0
und(bn)n∈N0

zwei Folgen undA(x) =
∞
∑

n=0
anxn, B(x) =

∞
∑

n=0
bnxn. Dann gilt:

A(x) = B(x)⇔ an = bn ∀n∈N0

Im Folgenden werden wir für die formale Potenzreihen Addition, Multiplikation, Division, Ableitung
usw. definieren. �

1.29 Definition (Faltung / Konvolution)

SeiK ein Körper und(an)n∈N0 und(bn)n∈N0 ∈ K∞,a∈ K.

(1) Addition „+“:
∞
∑

n=0
anxn +

∞
∑

n=0
bnxn :=

∞
∑

n=0
(an +bn)xn, xn = (an +bn)n∈N0

(2) Multiplikation „ ·“:
(

∞
∑

n=0
anxn

)
·
(

∞
∑

n=0
bnxn

)
:=

∞
∑

n=0

(
n
∑

k=0
akbn−k

)
xn

FALTUNG oder KONVOLUTION der Folge(an)n∈N0
und(bn)n∈N0

(Cauchy-Produkt aus der Analysis)

(3) a·
∞
∑

n=0
anxn :=

∞
∑

n=0
a·anxn �

1.30 Lemma (Verschieben von Folgegliedern)

xm ·
∞

∑
n=0

anxn =
∞

∑
n=m

an−mxm

(D.h.:xm · (a0,a1,a2, . . .) = (0, . . . ,0︸ ︷︷ ︸
m-mal

,a0,a1,a2, . . .).)
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§ 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

Beweis

xm ·
∞

∑
n=0

anxn =

(
∞

∑
n=0

δm,nxn

)
·

(
∞

∑
n=0

anxn

)
(xm = (δm,n)n∈N0

)

=
∞

∑
n=0

(
n

∑
k=0

δm,kan−k

)
xn

=
∞

∑
n=m

an−mxn �

1.31 Beispiel

Es gilt:

xm ·xn = xm+n mit m,n∈N0 �

1.32 Satz

SeiK ein Körper

(a) K[[X]] ist einK-Vektorraum.

(b) (K[[X]],+, ·) ist ein kommutativer Ring mit Null 0= 0·x0 und Eins 1= 1·x0 = (1,0,0, . . .) .

Beweis

(a) siehe Lineare Algebra

(b) durch Nachrechnen �

1.33 Bemerkung

Gilt A ·B = 1 in einem kommutativen Ring mit Eins, so istB durchA eindeutig bestimmt und es wird
B = A−1 = 1

A bezeichnet (ebensoA = B−1 = 1
B) undA (und auchB) heißtINVERTIERBAR. �

1.34 Lemma

In K[[X]] ist
∞
∑

i=0
cixi für jedesc∈ K invertierbar und

∞

∑
i=0

cixi =
1

1−cx

Beweis

(1−cx)
∞

∑
i=0

cixi =
∞

∑
i=0

cixi−cx
∞

∑
i=0

cixi

=
∞

∑
i=0

cixi−c
∞

∑
i=0

cixi+1

=
∞

∑
i=0

cixi−
∞

∑
i=0

ci+1xi+1

=
∞

∑
i=0

cixi−
∞

∑
k=0

ckxk

= c0 ·x0

= 1

13



1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

(
Bemerkung: Wegen 1

1−cx =
∞
∑

i=0
cixi ist 1

1−cx eine formale Potenzreihe.

)
�

1.35 Beispiel (Code mit variabler Wortlänge zum Komprimieren von Daten)

SeienBn := {a,b,c} undZ := {0,1}.
Für k∈N seiWk := {Folgen ausi Buchstaben gefolgt vonk− i Ziffern | 1 < i < k}.
(Z.B.: ab0︸︷︷︸

∈W3

, abb0010︸ ︷︷ ︸
∈W7

, abc11︸ ︷︷ ︸
∈W5

)

Es gilt:

Wk = |Wk|=
k−1
∑

i=1
3i ·2k−i =

k

∑
k=0

3i2k−i

︸ ︷︷ ︸
:=ck

−2k−3k = (3k+1−2k+1)−2k−3k = 2·3k−2k

Behauptung

ck = 3k+1−2k+1

Beweis

∞

∑
k=0

ckx
k =

∞

∑
k=0

(
k

∑
i=0

3i2k−i)xk

= (
∞

∑
i=0

3ixi)(
∞

∑
i=0

2ixi)

=
1

1−3x
· 1
1−2x

=
3

1−3x
− 2

1−2x

= 3· (
∞

∑
k=0

3kxk)−2· (
∞

∑
k=0

2kxk)

=
∞

∑
k=0

(3k+1−2k+1︸ ︷︷ ︸
:=ck

)xk �

1.36 Satz (Inversion von Potenzreihen)

Genau dann istA =
∞
∑

n=0
anxn ∈ K[[X]] invertierbar, wenna0 6= 0 ist.

Beweis

A ist invertierbar⇔ es gibtB =
∞

∑
n=0

bnxn mit A·B = 1

A·B =
∞

∑
n=0

(
n

∑
k=0

akbn−k

)
xn = 1 ⇔

n
∑

k=0
akbn−k =

{
1 , für n = 0

0 , sonst

⇔ a0b0 = 1 n = 0
a0b1 +a1b0 = 0 n = 1

a0b2 +a1b1 +a2b0 = 0 n = 2
...

...

Ist A invertierbar, so mussa0 6= 0 sein. Umgekehrt ista0 6= 0, so definiere:
b0 = 1

a0
∈ K , bn =− 1

a0
(a1bn−1 +a2bn−2 + . . .+anb0) rekursiv,n∈N. �
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§ 4 Erzeugende Funktionen (formale Potenzreihen)

1.37 Beispiel

(1) A = 1−cx=
∞
∑

n=0
anxn mit a0 = 1,a2 =−c,a3 = a4 = . . . = 0

BestimmeA−1.

Lösung: SeiA−1 =
∞
∑

n=0
bnxn. dann gilt:a0b0 = 1⇒ b0 = 1

a0b1 +a1b0 = 0⇔ 1·b1−c·1 = 0⇒ b1 = c. . .bn = cn

a0b2 +a1b1 +a2b0 = 0⇒ b2 = c2

Also: 1
1−cx =

∞
∑

n=0
cnxn („geometrische Reihe“)

(2) 1
(1−cx)2 = 1

1−cx ·
1

1−cx =
(

∞
∑

n=0
cnxn

)
·
(

∞
∑

n=0
cnxn

)
=

∞
∑

n=0

 n
∑

k=0
ckcn−k︸ ︷︷ ︸

:=cn

xn =
∞
∑

n=0
(n+1)cnxn

Insbesondere: c
(1−cx)2 =

∞
∑

n=0
(n+1)cn+1xn (Ableitung?) �

1.38 Definition (Ableitung)

Die AbbildungD : K[[X]]→ K[[X]] mit
∞
∑

n=0
anxn→

∞
∑

n=0
(n+1)an+1xn heißtFORMALE ABLEITUNG.

Bemerkung:D : K[[X]]→ K[[X]] ist eine Operation auf Folgen:

D : a0,a1,a2, . . . ,an, . . .→ a1︸︷︷︸
x0

,2·a2︸︷︷︸
x1

,3·a3, . . . ,n·an︸︷︷︸
xn−1

, . . . �

1.39 Lemma

D : K[[X]]→ K[[X]] ist K-linear und es gilt:

(a) D(xn) = nxn−1,n≥ 1

(b) D(A·B) = D(A) ·B+A·D(B)

Beweis

Nachrechnen! �

1.40 Folgerung

Ist A∈ K[[X]] invertierbar, so ist

D(A−1) =−D(A)
A2

Beweis

A·A−1 = 1,D(1) = 0
⇒ 0 = D(1) = D(A·A−1) = D(A) ·A−1 +A·D(A−1)
⇒ A·D(A−1) =−D(A) ·A−1

⇒ D(A−1) =−D(A)
A2 �
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1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

Neuer Beweis zum Beispiel 1.37 (2)

A = 1−cx∈ K[[X]],A−1 :=
∞
∑

n=0
cnxn =

1
1−cx

,D(A) =−c

D(A−1) =︸︷︷︸
Def. 1.38

∞
∑

n=0
(n+1)cn+1xn

⇒︸︷︷︸
Folgerung1.40

D(A−1) =−D(A)
A2 =− −c

(1−cx)2 =
∞
∑

n=0
(n+1)cn+1xn

⇒ 1
(1−cx)2 =

∞
∑

n=0
(n+1)cnxn �

1.41 Folgerung

Für m∈N gilt:

1
(1−cx)m =

∞

∑
n=0

(
n+m−1

m−1

)
cnxn

Beweis

Übung. �

1.42 Bemerkung

• Erzeugende Funktionen kann man im Prinzip wie ganz normale Funktionen (in der Analysis)
behandeln.

• Falls es zu einer FunktionF (aus der Analysis) eine Potenzreihe gibt, dann kann man diese durch
Taylor-Entwicklung um die Null beschreiben:

F(x) =
∞

∑
n=0

F(n)(0)
n!

xn :=

(
F(n)(0)

n!

)
n∈N0

�

Formale Potenzreihen und ihre erzeugenden Funktionen (vgl. Tabelle 1.2)

Für r ∈R definiert man (verallgemeinerte Binomialkoeffizienten):(
r
0

)
= 1,

(
r
k

)
=

r · (r−1) · (r−2) · · ·(r−k+1)
k!

∀k∈N

(1+x)n =
n
∑

k=0

(
n
k

)
xk,n∈N

⇒
verallg.

(1+x)y =
∞
∑

k=0

(
y
k

)
xk,y∈R. �

§ 5 Rekursionsgleichungen

Einige grundlegende algorithmische Verfahren

• Divide and Conquer-Algorithmen

Idee:

– teile das zu lösende ProblemP in kleinere Teilprobleme auf (Divide)

– löse die Teilprobleme

– berechne aus dem Lösungen der Teilprobleme die Lösung vonP (Conquer)
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§ 5 Rekursionsgleichungen

Tabelle 1.2:Formale Potenzreihen und ihre erzeugenden Funktionen

an Folge Potenzreihe erzeugende Funktion

1 1,1,1, . . .
∞
∑

n=0
xn 1

1−x

n 0,1,2, . . .
∞
∑

n=0
nxn 1

(1−x)2

cn 1,c,c2, . . .
∞
∑

n=0
cnxn 1

1−cx

n2 0,1,2,4, . . .
∞
∑

n=0
n2xn x(1+x)

(1−x)3(
r
n

)
1, r,

(
r
2

)
, . . .

∞
∑

n=0

(
r
n

)
xn 1

(1+x)r(
r +n

n

)
1, r +1,

(
r +2

2

)
, . . .

∞
∑

n=0

(
r +n

n

)
xn 1

(1−x)r+1

1
n

0,1,
1
2
, . . .

∞
∑

n=1

1
n

xn ln
1

1−x

1
n!

1,1,
1
2
, . . .

∞
∑

n=0

1
n!

xn ex

Beispiele: Binäre Suche, Merge-Sort, euklidischer Algorithmus

• dynamische Programmierung (Optimierungsprobleme)

• Greedy-Algorithmus

Bei der Analyse von Algorithmen kommen Funktionen der Form

F(n) = F(n−1)+F(n−2),n≥ 2 undF(1) = 1,F(0) = 0

oder

T(n) = T
(⌊n

2

⌋)
+T

(⌈n
2

⌉)
,n≥ 2 undT(1) = 1

vor. Für die Bestimmung der Laufzeit (Anzahl der Rechenschritte) von Algorithmen spielt das Lösen
von Rekursionsgleichungen eine zentrale Rolle. �

1.43 Definition (Rekursionsgleichung)

Eine Rekursionsgleichung der Form

an = c1an−1 +c2an−2 + . . .+ckan−k +bk ∀n≥ k (∗)

mit den Anfangsbedingungenai = bi , i = 0,1. . . ,k−1, heißtLINEARE REKURSIONSGLEICHUNGk-ter
Ordnung.
Gilt bk = 0, so heißt(∗) eineHOMOGENE LINEAREREKURSIONSGLEICHUNG.
Gilt bk 6= 0, so heißt(∗) eineINHOMOGENE LINEARE REKURSIONSGLEICHUNG. �

1.44 Beispiel

(1) Spezialfall der homogenen linearen Rekursionsgleichung:

an = c·an−1,n≥ 1,a0 = b0

17



1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

a1 = c·a0 = c·b0

a2 = c·a1 = c·c·b0 = c2 ·b0

Lösung der Gleichung:an = b0 ·cn

(2) Spezialfall der inhomogenen linearen Rekursionsgleichung:

an = c·an−1 +b1,n≥ 1,a0 = b0 mit c,b0,b1 konstant

Behauptung:

an =

b0 ·cn +b1 ·
cn−1
c−1

, falls c 6= 1

b0 +n·b1 , falls c = 1

Beweis (durch Induktion übern):

n = 1: a1 = c· a0︸︷︷︸
=b0

+b1 =

b0 ·c1 +b1 ·
c1−1
c−1

, falls c 6= 1

b0 +1·b1 , falls c = 1

n 7→ n+1:

1. Fall: c 6= 1:

an = c·an−1 +b1 = c·
(

b0 ·cn−1 +b1 ·
cn−1−1

c−1

)
+b1

= b0 ·cn +b1 ·
(

cn−1
c−1

+1

)
= b0 ·cn +b1 ·

cn−1
c−1

2. Fall: c = 1:

an = an−1 +b1 = (b0 +(n−1) ·b1)+b1 = b0 +n·b1 �

1.45 Beispiel

an := Anzahl der Wörter mit der Längenüber{a,b}, die keine zwei aufeinander folgendea’s enthalten.
(Z.B.: a1 = 2 (a, b),a2 = 3 (ab, ba, bb))
an = an−1 +an−2,n≥ 3 �

1.46 Beispiel (Fibonacci-Zahlen)

Ein Kaninchen bringt ab seinem zweiten Lebensmonat jeden Monat ein weiteres Kaninchen zur Welt.
Falls Kaninchen unsterblich wären, wie viele Kaninchen werden durch ein einziges Kaninchen nachn
Monaten geboren (Fn)?
Antwort: F0 = 0,F1 = 1,F2 = 1,F3 = 1+1 = 2,F4 = 1+2 = 3, . . . ,Fn = Fn−1 +Fn−2

Die ZahlenFn für n∈N0 definiert durchF0 = 0,F1 = 1,Fn = Fn−1+Fn−2 für n≥ 2 heißen FIBONACCI-
ZAHLEN.
Nun berechnen wirFn explizit mit Hilfe der erzeugenden Funktionen:

F = F(x) =
∞

∑
n=0

Fn ·xn

= F0 ·x0 +F1 ·x1 +
∞

∑
n=2

(Fn−1 +Fn−2) ·xn

= F0 ·x0 +F1 ·x1 +
∞

∑
n=2

Fn−1 ·xn +
∞

∑
n=2

Fn−2 ·xn

= F0 ·x0 +F1 ·x1 +x ·F−F0 ·x+x2 ·F
=︸︷︷︸

F0=0,F1=0

x+x ·F +x2 ·F

18



§ 5 Rekursionsgleichungen

⇒ F =
x

1−x−x2

Seien nunα,β,a,b∈C mit
x

1−x−x2 =
a

1−α ·x
+

b
1−β ·x

.

Dann gilt:

∞

∑
n=0

Fn ·xn = F =
a

1−α ·x
+

b
1−β ·x

= a·
∞

∑
n=0

αnxn +b·
∞

∑
n=0

βnxn =
∞

∑
n=0

(a·αn +b·βn) ·xn

Somit gilt:

Fn = a·αn +b·βn

Wegen
x

1−x−x2 =︸︷︷︸
quadr. Ergänzung

x
5
4−
(
x+ 1

2

)2 =
x[√

5
2 −

(
x+ 1

2

)]
·
[√

5
2 +

(
x+ 1

2

)]
=

?(√
5−1
2 −x

) +
?(√

5+1
2 +x

) (Partialbruchzerl.)

=
1√
5

1−
√

5+1
2 ·x

+
− 1√

5

1− 1−
√

5
2 ·x

D.h.: α =
1+
√

5
2

,β =
1−
√

5
2

,a =
1√
5
,b =− 1√

5

⇒ Fn =
1√
5
·

(
1+
√

5
2

)n

− 1√
5
·

(
1−
√

5
2

)n

�

1.47 Bemerkung (Goldener Schnitt)

Die Zahl 1+
√

5
2 = Θ heißt GOLDENER SCHNITT. Diese Zahl taucht bei verschiedenen Untersuchungen

auf, z.B.:

(1)

Bedingung:

s
t = t

s−t

(
= 1

s
t −1

)
,0 < t < s

Setze:st = x. Dann gilt:

x = 1
x−1 ⇔ x2−x−1 = 0⇔ x1,2 = 1±

√
5

2

Somit istx
(
= s

t

)
= 1+

√
5

2

(2)

19



1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

1
x = x

1−x ,0 < x < 1

Es gilt: x
1−x = 1

x ⇔ x2 +x−1 = 0
(pq−Formel)⇔ x1,2 = −1±

√
5

2

⇒ x =
√

5−1
2 = 2

1+
√

5
= 1

Θ ≈ 0,618 �

1.48 Satz

an = c1an−1 +c2an−2 für a1 = b1,a0 = b0

Seienα,β zwei Lösungen der Gleichungx2−c1x−c2 = 0 und

A =

{
b1−b0β

α−β , falls α 6= β
b1−b0α

α , falls α = β

B =

{
b1−b0α

α−β , falls α 6= β
b0 , falls α = β

Dann gilt:

an =

{
Aαn−B·βn , falls α 6= β
(An+B) ·αn , falls α = β

Beweis

Induktion übern, analog zum Beweis von Beispiel1.44(2). �

Schema zum Lösen von (homogenen) linearen Rekursionsgleichungen

an = c1an−1 +c2an−2 + · · ·+ckan−k für n≥ k
mit ai = bi für i = 0,1, . . . ,k−1

(1) Aufstellen der erzeugenden Funktion:

A(x) =
∞
∑

n=0
anxn

(2) Anwendung der Rekursionsgleichung:

A(x) = a0 +a1x+a2x2 + · · ·+ak−1xk−1 +
∞

∑
n=k

anxn

= b0 +b1x+ · · ·+bk−1xk−1 +
∞

∑
n=k

(c1an−1 +c2an−2 + · · ·+ckan−k)xn

= b0 +b1x+ · · ·+bk−1xk−1 +
∞

∑
n=k

c1an−1xn +
∞

∑
n=k

c2an−2xn + · · ·+
∞

∑
n=k

ckan−kx
n

= b0 +b1x+ · · ·+bk−1xk−1 +c1x
∞

∑
n=k

an−1xn−1 +c2x2
∞

∑
n=k

an−2xn−2 + · · ·+ckx
k

∞

∑
n=k

ckan−kx
n−k

= b0 +b1x+ · · ·+bk−1xk−1 +c1x ·

(
A(x)−

k−2

∑
i=0

aix
i

)
+c2x2 ·

(
A(x)−

k−3

∑
i=0

aix
i

)
+ . . .

= b0 +b1x+ · · ·+bk−1xk−1 +c1x

(
A(x)−

k−2

∑
i=0

aix
i

)
+c2x2

(
A(x)−

k−3

∑
i=0

aix
i

)
+ · · ·+ckx

k ·A(x)

(3) Auflösen nach A(x):

A(x) = d0+d1x+···+dk−1xk−1

1−c1x−c2x2−···−ckxk für geeigneted0,d1, . . . ,dk−1.
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§ 5 Rekursionsgleichungen

(4) Partialbruchzerlegung der rechten Seite(in C, vgl. AfI, 9. Übung, Aufgabe 8)

Sei 1−c1−c2x2−·· ·−ckxk = (1−α1 ·x)m1 · (1−α2 ·x)m2 . . .(1−αt ·x)mt mit
t
∑

i=1
mi = k und sei:

A(x) = d0+d1x+···+dk−1xk−1

1−c1x−···−ckxk = g1(x)
(1−α1x)m1 + ... gt (x)

(1−αtx)mt =
t
∑

i=1

gi(x)
(1−αix)mi

Wobeigi(x) ein Polynom mit Grad≤mi−1 für i = 1, . . . , t ist.

(5) Nach Tabelle1.2:

A(x) =
t
∑

i=1

gi(x)
(1−αix)mi

=
t
∑

i=1
gi(x)

(
∞
∑

n=0

(
n+mi−1

mi−1

)
· (αix)n

)
=︸︷︷︸

umformen

∞
∑

n=0
gnxn

Dann gilt:an = gn, n≥ k �

1.49 Beispiel

an = 5an−1−7an−2 +3an−3,n≥ 3 mit a0 = 1,a1 = 5,a2 = 19

Lösung:

SeiA(x) =
∞
∑

n=0
anxn. Dann gilt:

A(x) = a0 +a1x+a2x2 +
∞

∑
n=3

(5an−1−7an−2 +3an−3)xn

= a0 +a1x+a2x2 +5x

(
∞

∑
n=3

an−1xn−1

)
−7x2

(
∞

∑
n=3

an−2xn−2

)
+3x3

(
∞

∑
n=3

an−3xn−3

)
= a0 +a1x+a2x2 +5x(A(x)− (a0 +a1x))−7x2 (A(x)−a0)+3x3A(x)

= 1+5x+19x2 +5x(A(x)− (1+5x))−7x2 (A(x)−1)+3x3A(x)

⇒ A(x) =
1+x2

1−5x+7x2−3x2 =
1+x2

(1−x)2(1−3x)

=
1
2x− 3

2

(1−x)2 +
5
2

1−3x

=
1
2
(x−3) · 1

(1−x)2 +
5
2

1
1−3x

=
1
2
(x−3) ·

∞

∑
n=0

=n+1︷ ︸︸ ︷(
n+1

1

)
xn +

5
2

∞

∑
n=0

(3x)n

= 1+5x+
∞

∑
n=2

(
5
2

3n−n+
3
2

)
xn

⇒ an = 5
2 ·3

n−n− 3
2,n≥ 2 �

1.50 Beispiel (Catalan-Zahlen)

Klammer: (︸︷︷︸
öffnende

, )︸︷︷︸
schließende

(2 Klammern)

Klammerketten:(())(),()(),()(()

Zulässige Klammernkette:
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1 Abzählung, Rekursion, erzeugende Funktionen

An jeder Stelle der Klammernkette ist die Anzahl der bis zu dieser Stelle vorkommenden öffnenden
Klammern≥ Anzahl der bis zu dieser Stelle vorkommenden schließenden Klammern und zum Schluss
sollen beide Anzahlen gleich sein.
Cn :=| {zulässige Klammernketten mit 2n Klammern} |

Frage:Cn = ?,n∈N

c0 := 1

c1 := 1 ()
c2 := 2 (()),()()
c3 := 5 ()()(),(()()),((())),()(()),(())() �

1.51 Lemma

cn =
n
∑

k=1
ck−1 ·cn−k,n≥ 1

Beweis

( (. . .)︸︷︷︸
zulässige 2(k−1) Klammerungen

) · (. . .)︸︷︷︸
zulässige 2n−2k Klammerungen

Ak := {zulässige Klammerkette mit 2n Klammern, dessen erste öffnende Klammer an der Position 2k
geschlossen wird}
⇒|

n⊎
k=1

Ak |=
n
∑

k=1
| Ak |=

n
∑

k=1
ck−1 ·cn−k �

1.52 Satz

cn =
1

n+1

(
2n
n

)
Beweis

Seic(x) =
∞
∑

n=0
cn ·xn

Dann gilt:

c(x) = c0x0 +
∞

∑
n=1

cnxn

=︸︷︷︸
Lemma

c0 +
∞

∑
n=1

(
n

∑
k=1

ck−1cn−k)xn

= c0 +x
∞

∑
n=1

(
n

∑
k=1

ck−1cn−k)xn−1

=︸︷︷︸
t=n−1

c0 +x
∞

∑
t=0

(
t+1

∑
k=1

ck−1c(t+1)−k)x
t

=︸︷︷︸
s=k−1

c0 +x
∞

∑
t=0

(
t

∑
s=0

csct−s)xt

=︸︷︷︸
Def. 1.29

c0 +x ·c(x) ·c(x)

Somit gilt:
xc2(x)−c(x) =−1 | ·x
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§ 5 Rekursionsgleichungen

x2c2(x)−c(x) =−x
⇒ (xc(x)− 1

2)2 = 1
4−x

⇒ xc(x)− 1
2 =±1

2(1−4x)
1
2

∞

∑
n=0

cnxn+1

︸ ︷︷ ︸
0+c0x+c1x2...

= x c(x)︸︷︷︸
∞
∑

n=0
cnxn

= 1
2(1± (1−4x)

1
2 )

=︸︷︷︸
Tabelle1.2

1
2[1±

∞
∑

n=0

(
1
2
n

)
(−4)nxn]

=
1
2
· (1±1+

∞

∑
n=1

(
1
2
n

)
(−4)n ·xn)︸ ︷︷ ︸

Koeffizient vonx6 ist 0⇒„−“ als Vorzeichen

Das heißt:

c0x+c1x2 + . . . =−1
2

∞
∑

n=1

(
1
2

n+1

)
(−4)nxn

⇒ cn =−1
2

(
1
2
n

)
(−4)n+1

=−1
2

1
2(1

2−1)(1
2−2) . . .(1

2−n)
(n+1)!

(−1)n+14n+1

= (−1)n+2 (1
2−1)(1

2−2) . . .(1
2−n)

(n+1)!
4n

=
(2−1)(4−1) . . .(2n−1))

(n+1)n!
2nn!

=
[1·3· · ·(2n−1)][2·4· · ·2n]

(n+1)n!n!

=
1

n+1
(2n)!
n!n!

=
1

n+1

(
2n
n

)
�

Schema zum Lösen von (allgemeinen) Rekursionsgleichungen

an = f (an−1,an−2, . . . ,an−k),n≥ k←− Rekursionsgleichung
ai = bi , i = 0,1,2, . . . ,k−1←− Anfangswerte

Berechnean,n≥ k explizit:

(1) Aufstellen der erzeugenden FunktionA(x) =
∞
∑

n=0
anxn.

(2) Forme
∞
∑

n=0
anxn so um, dass Anfangswerte und Rekursionsgleichnung eingesetzt werden können.

(3) Weiter umformen, bis auf der rechten Seite die noch vorhandenen unendlichenSummen (und mit
ihnen alle Vorkommen von Folgegliedernan) durchA(x) ersetzt werden können.

(4) Auflösen der erhaltenen Gleichung nachA(x). Dadurch erhält man eine Gleichung der FormA(x) =
g(x), wobeig eine (hoffentlich einfache) Funktion ist.

(5) Umschreiben der Funktiong als formale Potenzreihe (z.B. durch Partialbruchzerlegung und / oder
durch Nachschlagen in1.2).

(6) Ablesen der expliziten Darstellung für diean (durch Koeffizientenvergleich). �
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2 Graphentheorie

§ 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.1 Definition (Graph)

Ein GRAPH ist ein PaarG = (V,E), wobei

• V eine endliche Menge,

• E ⊆
(V

2

)
:= {{x,y} | x,y∈V,x 6= y}

ist.
Die Elemente vonV heißen ECKEN (oder PUNKTE, KNOTEN, engl.VERTICES). Die Elemente vonE
heißen KANTEN (engl.EDGES).
Statt{x,y} ∈ E schreiben wir auch nurxy∈ E.
Ein GraphG = (V,E) wird i.A. durch ein Diagramm dargestellt, indem man jede Eckex ∈ V durch
einen Punkt repräsentiert und zwei Eckenx,y∈V genau dann durch eine Linie verbindet, wennxy∈ E
ist. �

2.2 Beispiel

(1) G = ({a,b,c,d} ,{ab,bc,ca,bd})

a d

b c

u u
u u
�

�
�

�
�@

@
@

@
@

(2) Vollständige Graphen :Kn =
(
V,
(V

2

))
mit |V |= n

K1:

u
K5:

u uu uu
LL ���
�
�
�

QQQ
��B

B
B�� @@

K2:

u u

K3:

u uu
��@@

K4:

u uu u
���HHH

(3) Wege:

P0:

u
P1:

u u
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2 Graphentheorie

P2:

u u u
Pn:

u u u u u
x0 x1 x2

· · ·
xn−1 xn

Pn = x0x1x2 . . .xn

(4) Kreise:

c3:

u uu
��@@

c4:

u uu u

cn:

uu uu
...· · ·LL

�� @@

cn = u1u2 . . .unu1

(5) Gittergraphen:

Mm,n: m·n Ecken werden wie in einem Gitter mitmZeilen undn Spalten verbunden.

Z.B. M3,4:

u
u
u

u
u
u

u
u
u

u
u
u

(6) d-dimensionale HyperwürfelQd:

V(Qd) := die Menge aller 0-1-Folgen der Länged

(0,1,0,1, . . . ,0)︸ ︷︷ ︸
d Zahlen

E(Qd) := {xy | x,y∈V(Qd),x undy unterscheiden sich an genauer einer Stelle}
Z.B. Q3:

�
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§ 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.3 Bemerkung (leerer Graph)

(1) In dieser Vorlesung betrachten wir nur Graphen ohne MEHRFACHKANTEN und ohne SCHLEIFEN.

Ein Graph ohne Schleifen heißt MULTIGRAPH, ein Graph ohne Schleifen und ohne Mehrfachkan-
ten heißtSCHLICHTERGRAPH.

G = ( /0, /0) heißtLEERERGRAPH.

G = (V, /0) heißt NULL -GRAPH.

(2) SeiG = (V,E) unde= xy∈ E

• x undy heißen Endecken vone.

• e INZIDIERT mit den Eckenx undy.

• x undy sind durcheverbunden.

• x undy heißen benachbart oderADJAZENT. �

2.4 Definition (Ecken eines Graphen)

SeiG = (V,E) undx∈V

• N(x) = {y∈V|xy∈ E} heißt die NACHBARSCHAFT vonx in G.

• dG = |N(x)| heißt der ECKENGRAD vonx in G.

Ist d(x) = 1, so heißtx ENDECKE .

Ist d(x) = 0 so heißt xISOLIERTE ECKE .

• δ(G) = min
x∈V

d(x), ∆(G) = max
x∈V

d(x)

• Ist δ(G) = ∆(G) = k, so heißt GK-REGULÄR.

Z.B. ist Kn ist (n−1)-regulär. �

2.5 Beispiel

(1) N(x1) = {x2,x3},N(x3) = {x1,x2,x4}
d(x1) = 2,d(x2) = 2,d(x3) = 3,d(x4) = 1 (Endecke),d(x5) = 0 (isoliert)

(2) Cn ist 2-regulär.

�

27



2 Graphentheorie

2.6 Satz (Handschlaglemma, Euler 1736)

SeiG = (V,E). Dann gilt: ∑
x∈V

d(x) = 2|E|.

Beweis (doppeltes Abzählen, vgl. Lemma 1.11)

In ∑
x∈V

d(x) wird jede Kantex←→ y genau zwei Mal gezählt (zum ersten Mal ind(x), zum zweiten

Mal in d(y)). Auf der rechten Seite wird jede Kante ebenfalls zweimal gezählt. �

2.7 Folgerung

Für jeden GraphenG = (V,E) gilt: Die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad ist gerade.

Beweis

Nach Satz2.6gilt:

2|E|︸︷︷︸
gerade

= ∑
x∈V

d(x) =

⇒ gerade︷ ︸︸ ︷
∑
x∈V

d(x)

d(x) gerade

+

⇒ gerade︷ ︸︸ ︷
∑
x∈V

d(x)

d(x) ungerade

Auf einem Empfang geben immer gerade viele Gäste ungerade vielen die Hand. �

2.8 Lemma

SeiG = (V,E) mit |V| ≥ 2. Dann gibt es immer zwei Eckenx,y∈V mit d(x) = d(y).

Beweis (Schubfachprinzip, vgl. Beispiel 1.13 (2))

Übung. �

2.9 Definition (isomorphe Graphen)

Es seienG = (V,E) undG′ = (V ′,E′) zwei Graphen.G ist ISOMORPHzu G′ (in ZeichenG∼= G′)⇔
Es gibt eine bijektive AbbildungΦ : V→V ′ mit xy∈ E⇔Φ(x)Φ(y) ∈ E′. �

2.10 Beispiel

(1) Nicht-isomorphe Graphen mit 3 Ecken:

∼= ∼=

(2) Werden die Namen von Ecken (oder die Namen von Ecken und Kanten) in einem GraphenG =
(V,E) berücksichtigt, so heißt der GraphMARKIERT oderNUMMERIERT, z.B:

�
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§ 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.11 Definition (Darstellung von Graphen)

Ist G= (V,E) ein markierter Graph mitV = {v1, . . . ,vn} undE = {e1, . . . ,em}, so heißt dien×n-Matrix

A = (ai j ) ∈ {0,1}n×n mit ai j =

{
1 viv j ∈ E

0 sonst
die ADJAZENZMATRIX vonG.

v1 v2 . . . vn

v1 0
v2 0 ai j
...

...
vn 0

= A

Die n×m-Matrix I = (bi j ) ∈ {0,1}n×m mit bi j =

{
1 wennvi undej inzident

0 sonst
heißt INZIDENZMA -

TRIX vonG.
e1 e2 . . . em

v1

v2
... bi j

vn

= I �

2.12 Beispiel

A =


0 1 0 1
1 0 1 1
0 1 0 1
1 1 1 0


aii = 0,i = 1, . . . ,4 A ist symmetrisch.

I =


1 0 0 1 0
1 1 0 0 1
0 1 1 0 0
0 0 1 1 1


Die Summe der Einträge deri-ten Zeile entsprichtd(vi). Die Summe der Einträge jeder Spalte ist 2.

In×m · IT
m×n =


2 1 0 1
1 3 1 1
0 1 2 1
1 1 1 3

= A+diag (2,3,2,3)︸ ︷︷ ︸
(d(v1),d(v2),d(v3),d(v4))

�

2.13 Satz (Adjazenz und Inzidenzmatrix)

SeiG = (V,E) mit V = {v1, . . . ,vn}. Ist A = (ai j ) die Adjazenzmatrix undI = (bi j ) die Inzidenzmatrix
von G, so gilt:

I · IT = A+diag(d(v1) , . . . ,d(vn))

Beweis

Für i 6= j:
(
I · IT

)
i j =

m
∑

k=1
bikb jk︸ ︷︷ ︸

6=0 nur fürek=viv j

=
{

1 fallsviv j ∈ E
0 sonst

}
:= ai j
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2 Graphentheorie

Für i = j:
(
I · IT

)
ii =

m
∑

k=1
bikbik︸ ︷︷ ︸

bik

=
m
∑

k=1
bik︸︷︷︸

i-te Zeilensumme vonI

= d(vi) �

2.14 Definition (Teilgraph)

SeiG = (V,E) ein Graph undV ′ ⊆V.

• G′ = (V ′,E′) heißt TEILGRAPH vonG, wennE′ ⊆ E∩
(V ′

2

)
ist; in Zeichen:G′ ⊆G.

• G[V ′] :=
(
V ′,E∩

(V ′
2

))
heißt der vonV ′ INDUZIERTE TEILGRAPH.

Z.B.:

u
v3

u
v4

uv2 uv5

uv1G

LL �
�
�

��B
B
B�� @@ u

v3

u
v4

uv2
uv1G′

LL B
B
B�� u

v3

u
v4

uv2
uv1G′′

LL �
�
�

B
B
B��

G′′ = G[{v1,v2,v3,v4}] �

2.15 Definition (zusammenhängender Graph)

(1) SeiG = (V,E). G heißtZUSAMMENHÄNGEND (zshg.), wenn zwischen je zwei Eckenx,y∈V ein
Weg vonx nachy existiert.

(2) • In einem nicht zshg. Graphen heißt jeder maximale (bzgl. Anzahl von Ecken und Kanten)
zshg. Teilgraph ZUSAMMENHANGSKOMPONENTEoder KOMPONENTE.

• SindG1, . . . ,Gk die Komponenten vonG, so gilt:G =
k⋃

i=1
Gi .

• κ(G) := Anzahl der Komponenten vonG

• κ(G) = 1⇔G ist zshg.

(3) SeiG = (V,E) zshg.

• Eine Eckex∈V heißt SCHNITTECKE, falls G[V \{x}] nicht mehr zshg. ist.

• Eine Kantek∈ E heißt BRÜCKE, falls (V,E \{k}) nicht mehr zhsg. ist.

uv1

u
v2

uv3 uv4
uv5

u
v6

HHH

��� ���

HHH

Abbildung 2.1:Beispiel: Schnittecken und Brücken

(In Abbildung2.1sindv3 undv4 Schnittecken und die Kantev3v4 ist eine Brücke.) �

2.16 Satz

SeiG = (V,E). Dann gilt:

κ(G)≥|V | − | E |
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§ 1 Grundbegriffe der Graphentheorie

Beweis (Induktion über m=| E |)

m= 0: κ(G)≥|V | −| E |︸︷︷︸
=0

m⇒m+1: Sei| E | = m + 1 unde= ab∈ E(G) beliebig.

Dann hatG′ = (V,E \{e}) genaum Kanten und es gilt:

κ(G′)≥|V ′ | − | E \{e} |=|V | − [(m+1)−1] =|V | −m

SeienG′1,G
′
2, . . . ,G

′
κ(G′) die Komponenten vonG′.

G = G′+e

⇒ κ(G) =

{
κ(G′) , falls ekeine Brücke vonG ist

κ(G′)−1 , fallseeine Brücke vonG ist

≥ (|V | −m)︸ ︷︷ ︸
≤κ(G′)

−1 =|V | −(m+1) =|V | − | E | �

2.17 Folgerung

SeiG = (V,E) zshg. mitn =|V | undm=| E |. Dann gilt:

n−1≤m≤ n(n−1)
2

=
(

n
2

)

Beweis

Übung. �

2.18 Satz

SeiG = (V,E) mit n =|V | undm=| E |.

Gilt m>
1
2
(n−1)(n−2)︸ ︷︷ ︸

=(n−1
2 )

, so istG zshg.

Beweis (indirekt)

Annahme:G ist nicht zshg.

SeienG1, . . . ,Gk die Komponenten vonG mit |V(Gi) |= ni , i = 1, . . . ,k.
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2 Graphentheorie

Dann gilt:k≥ 2 undn1 +n2 + . . .+nk = n.

m=| E(G1) |+ | E(G2) |+ . . .+ | E(Gk) |

≤ n1(n1−1)
2

+
n2(n2−1)

2
+ . . .+

nk(nk−1)
2

=
1
2

[
(n2

1 +n2
2 + . . .+n2

k)− (n1 +n2 + . . .+nk)
]

=
1
2

[
(n1 +n2 + . . .+nk)2−2 ∑

1≤i< j≤k

nin j −n

]

≤ 1
2

n2−2n1(n2 +n3 + . . .+nk)︸ ︷︷ ︸
=n−n1

−n


≤ 1

2

[
n2−2(n−1)−n

]
=

1
2
(n2−3n+2)

=
1
2
(n−1)(n−2) �

D.h.:G ist zshg. �

2.19 Satz

Ist G = (V,E) ein Graph mit|V |= n und| E |= m, so gilt:

m≤
(

n−κ(G)+1
2

)
Beweis

Siehe L. Volkmann, „Diskrete Strukturen“, Satz 3.6.
(Aus Satz 2.19 folgt Satz2.18.) �

§ 2 Bäume

bin

guo lisa

�
�

J
J

home

etc lib local

,
,

�
�
@
@

usr var

�������
"""

l
l

XXXXXXX

/

Abbildung 2.2:Beispiel für einen Baum: Dateisystem

2.20 Definition (Bäume und Wälder)

(1) Ein BAUM ist ein zusammenhängender Graph ohne Kreise.

(2) Ein Graph, dessen Komponenten Bäume sind, heißt WALD . �

2.21 Lemma

Jeder BaumT = (V,E) mit |V |≥ 2 enthält mindestens zwei Endecken (Blätter).
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§ 2 Bäume

Beweis

SeiP = v0v1 . . .vk ein längster Weg inT.

u u u u u
v0 v1

· · ·
vk

Dann sindv0 undvk zwei Endecken. �

2.22 Satz

SeiG = (V,E) ein Graph mit|V |= n.
Die folgenden Aussagen sind äquivalent:

(1) G ist ein Baum.

(2) G ist zhsg. und kreisfrei.

(3) G ist zhsg. und| E |= n−1.

(4) G ist kreisfrei und| E |= n−1.

(5) Zwischen je zwei Eckenu undv gibt es genau einen Weg.

(6) G ist maximal kreisfrei (d.h.G ist kreisfrei und für alleE′ mit E $ E′ enthält(V,E′) einen Kreis).

(7) G ist maximal zshg. (d.h.G ist zshg. und jede Kante vonG ist eine Brücke).

Beweis

Übung:(2) ⇔︸︷︷︸
Def.

(1)⇒ (3)⇒ (4)⇒ (5)⇒ (6)⇒ (7)⇒ (2)

Wir zeigen nur:(1)⇒ (3)
Induktion übern:
n = 2: | E |= 1 = 2−1 = n−1 X
n⇒ n+1:
Lemma2.21⇒G enthält eine Endeckex∈V. Dann ist der GraphG−x := G[V \{x}] ein Baum mitn
Ecken, also:| E(G−x) |= n−1.
⇒| E(G) |=| E(G−x) |+1 = (n−1)+1 = (n+1)−1 �

2.23 Definition (Wurzelbaum)

"""
bbb

home etc

�� \\

!!!! ��
bbb

var

(((((((((((
������� ��

PPPPP

hhhhhhhhhhh

\

Abbildung 2.3:Beispiel für einen Wurzelbaum

Ein WURZELBAUM T = (V,E) ist ein Baum, in dem eine Eckew∈V als Wurzel ausgezeichnet wird.
Es seix eine Ecke im WurzelbaumT mit Wurzelw.

33



2 Graphentheorie

• Jede Eckey auf dem (eindeutig bestimmten) Weg vonw nachx heißt VORGÄNGERvonx.

• Ist y ein Vorgänger vonx undx 6= y, so heißtx NACHFOLGERvony.

• Sind yx∈ E(T), so heißt sieUNMITTELBARER VORGÄNGER bzw. UNMITTELBARER NACH-
FOLGER.

• Ein GEORDNETERBAUM ist ein Wurzelbaum, in dem für die unmittelbaren Nachfolger jeder
Ecke eine Ordnung festgelegt ist. �

2.24 Definition (balancierter Wurzelbaum)

Die TIEFE depth(T) eines WurzelbaumsT ist die maximale Länge eines Weges von der Wurzel zu
einer Endecke.
Ein WurzelbaumT mit der Tiefet heißtBALANCIERT, wenn jede Endecke vonT auf Niveaut oder
t−1 ist.
Z.B. Fußball-Turnier mit 7 Mannschaften: �

2.25 Definition (binärer Baum)

Es seiT = (V,E) ein Wurzelbaum mit der Wurzelw∈V:

• T heißtBINÄRER BAUM , wenn jede Ecke höchstens zwei unmittelbare Nachfolger hat.

• T heißtVOLLSTÄNDIGER BINÄRER BAUM , wenn jede Ecke entweder zwei oder keinen unmit-
telbaren Nachfolger hat. �

2.26 Satz

SeiT = (V,E) ein binärer Baum mit der Tiefe t und|V |= n.
Dann gilt:t +1≤ n≤ 2t+1−1.

Beweis

Pk:= Anzahl der Ecken auf Niveauk für 0≤ k≤ t

So gilt:
t
∑

k=0
Pk = n

Da gilt: Pk ≥ 1 für 1≤ k≤ t undPk ≤ 2·Pk−1 für 1≤ k≤ t, ist Pk ≤ 2k

⇒ t +1≤
t
∑

k=0
1≤

t
∑

k=0
Pk ≤

t
∑

k=0
2k = 2t+1−1 �
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2.27 Folgerung

SeiT = (V,E) ein binärer Baum mit der Tiefet und|V |= n. Dann gilt:

t ≥
⌈

log2

(
n+1

2

)⌉

Beweis

Übung. �

2.28 Definition (Gerüst eines Graphen)

Ein TeilgraphT eines zusammenhängenden GraphenG heißt GERÜST (SPANNENDER BAUM oder
BAUMFAKTOR) vonG, wennT ein Baum mitV(T) = V(G) ist. �

2.29 Satz

Jeder zusammenhängende Graph enthält ein Gerüst.

Beweis

SeiG = (V,E) zusammenhängend.

(a) Enhält G keinen Kreis, so setzeT := G und T ist ein Gerüst vonG, sonst wähle einen Kreis
C = v0v1v2 . . .vtv0 und wähle eine beliebige Kante vonC aus (z.B. istG′ = (V,E)\{v0,v1} zusam-
menhängend), fährt man so fort, dann erhält man einen zusammenhängenden TeilgraphenT, der
kreisfrei ist. Also istT ein Gerüst vonG.

(b) Algorithmus 1: BREITENSUCHE(BFS: Breadth-First-Search)

Algorithmus 2: TIEFENSUCHE(DFS: Depth-First-Search)

Die Algorithmen 1 und 2 haben eine Laufzeit vonO(|V |+ | E |).
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2 Graphentheorie

Hier benutzt man gerne eine andere Darstellung (bis auf Adjazenzmatrix und Inzidenzmatrix) von
Graphen im Computer: Adjazenzliste.

Vor- und Nachteile:
Adjazenzmatrix Adjazenzliste

Speichern Θ(|V |2) Θ(|V |+ | E |)
xy∈ E? O(1) O(min{d(x),d(y)})
N(x) =? Θ(|V |) Θ(d(x))

d(x) = Grad

N(x) = Nachbarschaft

f (n) = Θ(g(n)) = f (n) wächst genau so schnell wieg(n) �

2.30 Satz (Cayley’s Tree Formular)

SeiG ein vollständig markierter Graph mitn≥ 2 Ecken.
Dann besitztG nn−2 verschiedene Gerüste.

Beweis

BaumT aufV = {1,2, · · · ,n}
P(T) = (11, t2, · · · , tn−2) ∈Vn−2 heißt PRÜFERCODEvon T.

Algorithmus „ →“

Eingabe: BaumT = (V,E) mit V = {1,2, · · · ,n}
Ausgabe: Wort(t1, t2, · · · , tn−2) über dem Alphabet{1,2, · · · ,n}
Beispiel:

(3,3,4,4,6)
i← 1
while |V|> 2 do begin
bestimme die Endecke v im Baum T mit der kleinsten Markierung;
ti ← Nachbar von v im Baum T;
T← (V(T)\{v},E(T)\{vti})︸ ︷︷ ︸

ebenfalls ein Baum
i← i +1

end
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Algorithmus „ ←“

Eingabe: Wort(t1, t2, · · · , tn−2) über dem Alphabet{1,2, · · · ,n}
Ausgabe: BaumT = ({1,2, · · · ,n},E).
S← /0
for i from 1 to n−2 do begin
wähle die kleinste Ecke si ∈ {1,2, · · · ,n}\Smit si 6∈ {ti , ti+1, · · · , tn−2};
füge die Kante ei = siti in den Graphen ein;
S← S∪{si}

end
füge die Kante en−1 := {1,2, · · · ,n}\Sin den Graphen ein

⇒ Behauptung �

§ 3 Matching in Graphen

Vorbemerkungen

Gegeben:Eine Menge von Rechnern mit verschiedenen Leistungsmerkmalen (z.B. Geschwindigkeit,
Speicher) und eine Menge von Jobs mit unterschiedlichen Leistungsanforderungen an die Rechner.
Gesucht:Eine Verteilung der Jobs auf die Rechner, so dass möglichst viele Jobs gleichzeitig bearbeitet
werden können.
Graphentheoretisch können wir das obige Problem wie folgt formulieren:

Jl Rk ∈ E(G)⇔ Rk erfüllen die Leistungsanforderungen von JobJl .
Gesucht ist dann die KantenmengeM ⊆ E(G), so dass keine zwei Kanten ausM eine gemeinsame
Endecke haben.
Konvention: SeiG = (V,E) undM eine Kantenmenge,V(M) := {x,y∈V(G)|xy∈M}.

2.31 Definition (Matching in Graphen)

SeiG = (V,E) ein Graph.
Eine KantenteilmengeM ⊆ E(G) heißt MATCHING vonG, wennV(k1)∩V(k2) = /0, ∀k1,k2 ∈M,k1 6=
k2

• Ein MatchingM vonG heißtMAXIMAL , wenn es inG kein MatchingM′ gibt mit M ⊂M′.

• Ein MatchingM heißt MAXIMUM -MATCHING, wenn es inG kein MatchingM′′ gibt mit

|M|< |M′′|.

• Ein MatchingM heißtPERFEKT, wennV(M) = V(G).

2.32 Beispiel

• G1:
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M = {v1v2,v3v5,v7v8} maximal

M = {v1v2,v3v6,v4v5,v7v8} perfekt

• G2:

M = {v2v4,v3v5} maximal, Maximum-Matching

G2 hat kein perfektes Matching

• G3:

M = {v2v3,v5v6} maximal

M = {v1v2,v3v4,v5v6} perfekt

• G4: (STERNGRAPH):

�

2.33 Bemerkung (Maximum-Matching)

Für jeden GraphenG = (V,E) gilt:

(1) Jedes perfekte Matching ist ein Maximum-Matching.

(2) Für jedes MatchingM gilt: |V(M)|= 2· |M|.

(3) Für ein perfektes MatchingM vonG gilt: 2 · |M|= |V(G)|.

(4) G hat ein perfektes Matching.⇒ |V(G)| ist gerade. �
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2.34 Definition (bipartite Graphen)

Ein GraphG = (V,E) heißtBIPARTIT, wennV(G) in zwei disjunkte MengenA undB zerlegt werden
kann, so dass dieG[A] undG[B] Nullgraphen sind.

• A,B heißen PARTITIONSMENGEN.

• vollständiger bipartiter Graph:Kp,q �

2.35 Beispiel

(1)

(2) �

2.36 Satz (König, 1916)

Ein GraphG ist bipartit.⇔G hat keinen Kreis ungerader Länge.

Beweis

„⇒“: trivial
„⇐“: Übung
Idee: wählea∈V(G) fest und definiere:
A = {x∈V(G) | es gibt inG einen Weg vona nachx mit ungerader Länge}
B = {y∈V(G) | es gibt inG einen Weg vona nachy mit gerader Länge}
Zu zeigen:G = (A

⊎
B,E). �

2.37 Satz (König-Hall)

SeiG = (A
⊎

B,E) ein bipartiter Graph.
G besitzt ein MatchingM mit |M|= |A| ⇔ |N(S)| ≥ |S| für alleS⊆ A.

Beweis

„⇒“: trivial
„⇐“: (indirekt)
Sei|N(S)| ≥ |S| für alleS⊆ A. Es seiM ein Maximum-Matching vonG, aber|M|< |A|.
Dann gilt:A\V(M) 6= /0
Wählea∈ A\V(M) und bezeichne:
U(a) := {x∈V(G) | x ist duch einenM-alternierenden Weg mita verbunden}
M ist ein Maximum-Matching⇒U(a)⊆V(M) �
Setze:A′ = (U(a)∪A)∪{a} b′ = U(a)∩B
Dann gilt:B′ = N(A′) und|B′|= |A′|−1
⇒ |A′|= |B′|+1 = |N(A′)|+1 > |N(A′)| �
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2.38 Folgerung (König, 1916)

Ist G = (A
⊎

B,E) ein r-regulärer bipartiter Graph mitr ≥ 1, so besitztG ein perfektes Matching.

Beweis

(1) | A |=| B |

(2) | N(S) |≥| S|, ∀S⊆ A

2.39 Folgerung (König, 1916)

Ein r-regulärer bipartiter Graph lässt sich inr kantendisjunkte Matchings zerlegen.

Beweis

Sukzessives Anwenden von Folgerung2.38. �

2.40 Definition (Multipartite Graphen)

Ein GraphG= (V,E) heißtK-PARTIT (MULTIPARTIT , wennV(G) in k disjunkte MengenV1,V2, . . . ,Vk

zerlegt werden kann, so dassG[Vi ] für i = 1, . . . ,k Nullgraphen sind. �

§ 4 Hamiltonsche Graphen

Im Jahr 1859 erfand Sir William Hamilton das Spiel „Rund um die Welt“.

Abbildung 2.4:3-regulärer Dodecaeder

2.41 Definition (Hamiltonkreis / Hamiltonweg)

SeiG = (V,E).

• Ein KreisC in G heißt HAMILTONKREIS, fallsV(C) = V(G)

• Ein WegW in G heißt HAMILTONWEG, fallsV(W) = V(G)

• EnthältG einen Hamiltonkreis, so heißtG HAMILTONSCHER GRAPH.
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• EnthältG einen Hamiltonweg, so heißtG SEMI-HAMILTONSCHER GRAPH. �

2.42 Beispiel

(1) Kn,n≥ 3 ist hamiltonsch.

(2) D20 (vgl. Abb.2.4) ist hamiltonsch.

(3) Peterson-Graph (vgl. Abb.) ist nicht hamiltonsch, aber semi-hamiltonsch �

Bemerkung

hamiltonsch
→
6← semi-hamiltonsch �

2.43 Satz (notwendige Bedingung)

Ist G ein hamiltonscher Graph, so gilt für jede nicht leere Eckenmenge:

S⊆V(G)

κ(G−S)≤| S|

Beweis

C: Hamiltonkreis vonG
S= {xn1, . . . ,xnp})⊆V(G)
κ(G−{xn1}) = 1
κ(G−{xn1,xn2})≤ 2

...
κ(G−S)≤ κ(C−S)≤| S| �
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2.44 Satz (Ore 1960, hinreichende Bedingung)

SeiG = (V,E) ein Graph mit|V |= n. Sindu undv zwei nicht adjazente Ecken mit:

d(u)+d(v)≥ n

Dann gilt:

G ist hamiltonsch⇔G+uv ist hamiltonsch

Beweis

„⇒“: trivial
„⇐“: (indirekt)
Annahme:G+uvhamiltonsch, aberG nicht.
Dann enthält jeder Hamiltonkreis vonG+uvdie Kanteuv.
Seien: S:= {i | 1≤ i ≤ n−2, uvi+1 ∈ E(G)}

T := { j | 2≤ j ≤ n−1, v jv∈ E(G)}
⇒ S

⋂
T = /0 (sonst haben wir „crossover“),| S

⋃
T |≤ n−1 < n

d(u)+d(v) =| S|+ | T |= | S
⋃

T |︸ ︷︷ ︸
<n

+ | S
⋂

T |︸ ︷︷ ︸
=0

< n �

2.45 Folgerung (Ore, 1960)

SeiG = (V,E) ein Graph mit|V |= n.
Gilt für alle nicht adjazenten Eckenu,v die Ungleichungd(u)+d(v)≥ n, so istG hamiltonsch.

Beweis

Idee: Kanten hinzufügen→ Kn. �

2.46 Folgerung (Diarc, 1952)

SeiG = (V,E) ein Graph mit|V |= n.
Ist d(v)≥ n

2 für allev∈V(G), so ist G hamiltonsch. �

2.47 Bemerkung

(1) Anwendung: Travelling-Salesman-Problem (TSP)

(2) Das Entscheidungsproblem „EnthältG einen Hamiltonkreis?“ istNP-vollständig (siehe Vorlesung
in Informatik). �

§ 5 Eulersche Graphen

Vorbemerkung (Königsberger-Problem)

(vgl. Abbildung2.5) �

42



§ 5 Eulersche Graphen

Abbildung 2.5:Das Königsberger-Problem

2.48 Definition (Eulertour, Kantenzug)

SeiG = (V,E) ein zusammenhängender Graph.

• x0x1 · · ·xk mit xi ∈V (0≤ i ≤ k) und mitxixi+1∈E(G) (0≤ i ≤ k−1) heißt eine KANTENFOLGE

der Längek.

• Eine Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Kanten heißt KANTENZUG.

Zum Beispiel:

(1)

V1V2V3V2V4 Kantenfolge, aber kein Kantenzug!

(2)

V1V2V4V2 Kantenzug

• Nur in diesem Abschnitt werden wir auch die Multigraphen, d.h. mit Mehrfachkanten studieren.

• Ein KantenzugZ mit E(Z) = E(G) heißtEULERSCHERKANTENZUG.

• Ein geschlossener Eulerscher Kantenzug heißt EULERTOUR. �

2.49 Definition (eulersch, semi-eulersch)

SeiG = (V,E) zusammenhängend mit|V |≥ 2.
G heißtSEMI-EULERSCH, falls G einen eulerschen Kantenzug hat;
G heißtEULERSCH, falls G eine Eulertour hat. �

2.50 Beispiel

(1) G1:

Z.B.: V1V2V3V4V5V6V2V5V3V6V1⇒G1 ist eulersch
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2 Graphentheorie

(2) G2:

Z.B.: V1V2V3V1V4V2⇒G2 ist semi-eulersch �

2.51 Satz (Euler, 1736)

SeiG = (V,E) zusammenhängend mit|V |≥ 2. Dann gilt:
G ist eulersch.⇔ Der Grad jeder Ecke ist gerade.

Beweis

„⇒“: trivial
„⇐“: Sei Z = x0x1 · · ·xt ein längsterKantenzug in G.
Dann haben wir:

(1) xt = x0

(2) Z ist eine Eulertour vonG. �

2.52 Folgerung

Ein zusammenhängender GraphG = (V,E) mit |V |≥ 2 ist semi-eulersch, genau dann, wennG zwei
oder keine Ecke ungeraden Grades besitzt. �

2.53 Bemerkung

(1) Für eulersche Graphen gibt es einen effizienten Algorithmus (Fleury’s Algorithmus mit Komple-
xität O(|E (G)|)), eine Eulertour zu konstruieren.

(2) Anwendungsbeispiel: Chinesisches Briefträgerproblem (Kuan, 1962): Es seiG = (V,E) ein zu-
sammenhängender Graph mit einer Kantengewichtsfunktionc : E → {q ∈ Q | q > 0} (G heißt
GEWICHTETERGRAPH). Gesucht wird eine geschlossene KantenfolgeZ von minimaler Gesamt-
länge mitE (Z) = E (G). �

§ 6 Planare Graphen

Frage

Welche Graphen kann man so in der EbeneR2 zeichnen, dass sich keine zwei Kanten schneiden?

K4 → oder

K2,3 → oder
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§ 6 Planare Graphen

�

2.54 Definition (einbettbarer / planarer Graph)

Es seiG = (V,E) ein Graph.

(1) G heißtEINBETTBAR in denR2, wenn es ein Paarϕ,ϕ′ gibt, so dass gilt:

ϕ : V→R2 injektiv

ϕ′ : E→ J = {Bild (e) | e : [0,1]→R2 stetig und injektiv} Jordankurve mitϕ′ (uv) = Bild (e) mit{
ϕ(u) = e(0)
ϕ(v) = e(1)

, e= uv∈ E (G) undϕ′ (e1)∩ϕ′ (e2) = V (e1)∩V (e2), e1,e2 ∈ E (G).

(2) G heißtPLANAR, wenn G inR2 einbettbar ist.

(3) Ein EBENERGraph (oder eine LANDKARTE) ist eine Einbettung inR2 eines planaren Graphen (in
Zeichen:(G,ϕ,ϕ′)).

(4) Ist (G,ϕ,ϕ′) ein ebener Graph, so heißen die Zusammenhangskomponenten vonR2 \
⋃

e∈E
ϕ′ (e)

GEBIETE (oder LÄNDER) von (G,ϕ,ϕ′).
l (G) ist die Anzahl der Länder, z.B.:

→
l = 6, |V|= 5, |E|= 9.

�

2.55 Satz (Eulersche Polyederformel)

SeiG = (V,E) ein zusammenhängender ebener Graph. Dann gilt:

l (G) = |E|− |V|+2

Beweis (Induktion über m= |E|)

m= |E| ≥︸︷︷︸
Satz2.22

|V|−1

m= |V|−1: G ist ein Baum:
1 = (|V|−1)︸ ︷︷ ︸

m

−|V|+2

m→m+1:
G zusammenhängend und|E (G)|= m+1≥ |V| ⇒︸︷︷︸

Satz2.22

G enthält mindestens einen KreisC.

Sei nune∈ E (C) beliebig. Dann gilt:
|(G−e)|= m und l (G−e) = m−|V|+2.
Durch die Entfernung voneverschmelzen die beiden Länder auf den zwei Seiten vonezu einem Land.
⇒ l (G−e)

+1︸ ︷︷ ︸
l(G)

= m
+1︸︷︷︸
|E(G)|

−|V|+2

l (G) = |E (G)|− |V|+2 �
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2 Graphentheorie

Bemerkung

(1) Sei G planar. Dann istl (G) eine Invariante für verschiedene Einbettungen inR2. Daher können
wir bei einem planaren Graphen von der Anzahl seiner Länder sprechen.

(2) Jeder Graph kann imR3 eingebettet werden. �

2.56 Satz

Für jeden planaren GraphenG = (V,E) mit |V| ≥ 3 gilt:

|E| ≤ 3· |V|−6

Beweis

O.B.d.A.:G ist inR2 eingebettet.
L := Menge von Ländern. Jedes Land wird von mindestens 3 Kanten begrenzt und jede Kante begrenzt
höchstens 2 Länder.
⇒ 3· |L|︸︷︷︸

l(G)

≤ 2· |E| ⇒︸︷︷︸
Satz2.55

2
3 · |E| ≥ l (G) = |E|− |V|+2⇒ |E| ≤ 3· |V|−6 �

2.57 Beispiel

(1) K5 ist nicht planar, denn|E (K5)|=
(

5
0

)
= 10≥ 3·5−6.

(2) K3,3 ist nicht planar, dennK3,3 ist C3-frei und fürC3-freie planare GraphenG = (V,E) mit |V| ≥ 3
gilt:

|E| ≤ 2· |V|−4

Die beiden GraphenK5 undK3,3 sind in gewisser Weise die kleinsten nicht-planaren Graphen.�

2.58 Definition (Unterteilungsgraph)

Es seiG = (V,E) und e= ab∈ E (G). Wir sagene wird unterteilt, wenn wir zuG eine neue Eckex
hinzufügen und die Kanteedurch zwei neue Kantenax undxbersetzen.
Ein GraphH heißt UNTERTEILUNGSGRAPHvonG, wenn manH ausG durch sukzessives Unterteilen
von Kanten gewinnt. �

2.59 Satz (Kuratowski, 1930)

G ist planar⇔ (K5 und Unterteilgraphen vonK5) + (K3,3 und Unterteilgraphen vonK3,3) sind keine
Teilgraphen vonG. �

2.60 Definition (Färbung)

SeiG eine Landkarte.

• Zwei verschiedene LänderF1 undF2 heißenBENACHBART, wenn es eine Kante gibt, die sowohl
zum Rand vonF1 als auch zum Rand vonF2 gehört.
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§ 6 Planare Graphen

•

KKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKKK •

F2 F3

•

//
//

//
//

//
//

//
•

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}

F1

•

• Ist L die Menge der Länder vonG, so nennt man eine Abbildungh : L→{1,2, . . . , p} FÄRBUNG

oder p-Färbung vonG, wennh(F1) 6= h(F2) für zwei verschiedene benachbarte LänderF1 und
F2 gilt. Man sagt auch, dass sich die LandkarteG mit p Farben färben lässt. �

2.61 Beispiel

•

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
•

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
•

2 2

1 •

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>

������������������
1 •

������������������
1 4

2 3

•

������������������
• •

>>>>>>>>>>>>>>>>>>

�

2.62 Satz (VIERFARBENVERMUTUNG, Guthrie 1852)

Jede Landkarte lässt sich mit vier Farben färben.

Beweis (N. Robertson et al., 1997)

Hier nicht geführt.

2.63 Bemerkung

(1) Bei den Anwendungen planarer Graphen in der Informatik steht der algorithmische Aspekt im
Vordergrund.

Es gibt Verfahren, die in der ZeitO(|V |+ |E |) testen, obG= (V,E) planar ist, und falls ja, diesen
auch inR2 einbetten.

(Bemerkung:R2∼ Sn)
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2 Graphentheorie

(2) Das Problem der Kantenfärbung. (Wird hier nicht angesprochen.)

(3) Das Problem der Eckenfärbung. (Wird hier nicht angesprochen.)

§ 7 Digraphen

2.64 Definition (Digraph)

Ein DIGRAPH D besteht aus einer endlichen nichtleeren EckenmengeV (engl.: vertex set) und einer
BogenmengeA⊆V×V (engl.: arcs) von geordneten Eckpaaren, in ZeichenD = (V,A).

Beispiel

• 66//
Mehr f achb̈ogen

((

��

•

��
•

WW

•

Schlei f e

QQ

�

2.65 Konvention

Wir werden hier nur die schlichten Digraphen (d.h. die Digraphen ohne Schleifen und Mehrfachbögen)
betrachten.

Beispiel

•

��~~
~~

~~
~

• 44 •tt

__@@@@@@@

�

2.66 Definiton (Teildigraph)

SeiD = (V,A) ein Digraph.

• D′ = (V ′,A′) heißt TEILDIGRAPH von D, wennV ′ ⊆V undA′ ⊆ A∩ (V ′×V ′) sind, in Zeichen
D′ ⊆ D.

• Ein TeildigraphD′ = (V ′,A′) heißt ein vonV ′ INDUZIERTER TEILDIGRAPH, wennA′ = A∩
(V ′×V ′), in ZeichenD′ = D[V ′].
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§ 7 Digraphen

Beispiel

D x3 //

��

x4

x1

GG

// x2

``AAAAAAAA

D′ x3

~~}}
}}

}}
}}

x1 // x2

D′ ⊆ D

D′′ x3

��
x1

FF

// x2

``AAAAAAAA

D′′ = D[{x1,x2,x3}]
ORIENTIERTEKANTENFOLGE der Längep in D:
F := x0x1x2 . . .xp mit xi ∈V(D), i = 0,1, . . . , p undxi ,xi+1 ∈ A(D), i = 0,1, . . . , p−1

Beispiel

In D ist x3x1x2x3x1x3 ist eine orientierte Kantenfolge.
ORIENTIERTER KANTENZUG ist definiert als orientierte Kantenfolge mit paarweise verschiedenen
Bögen

Beispiel

x3x1x3x4 (in D)
ORIENTIERTERWEG ist definiert als orientierte Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Ecken

Beispiel

x3x1x2 (in D)

• GESCHLOSSENEKANTENFOLGE (selbsterklärend)

• GRSCHLOSSENERKANTENZUG (selbsterklärend)

• ORIENTIERTER KREIS der Längeq ist definiert als geschlossene Kantenfolge der Längeq mit
genauq Ecken.

Beispiel

x1x2x3x1 ist ein 3-Kreis inD

• EULERTOUR in D: Ein geschlossener KantenzugZ in D mit A(Z) = A(D).

• HAMILTONSCHER WEG vonD: Ein WegW in P mit V(W) = V(D).

• HAMILTONSCHER KREIS vonD: Ein KreisC in D mit V(D) = V(C).
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2 Graphentheorie

• Für x∈V(D) definieren wir:

N+(x) = {y | xy∈ A(D)}

N−(x) = {w | wx∈ A(D)

w

��?
??

??
??

? y

x

??�������

d+(x) =| N+(x) |

δ+(D) = min{d+(x) | x∈V(D)

∆+(D) = max{d+(x) | x∈V(D)

d−(x) =| N−(x) |

δ−(D) = min{d−(x) | x∈V(D)

∆−(D) = max{d−(x) | x∈V(D)

• UNTERGEORDNETERGRAPH vonD (in ZeichenG(D)):

G(D) = (V(D),{ xy︸︷︷︸
Kante

| xy︸︷︷︸
Bogen

∈ A(D)})

Beispiel

D •

��
•

HH

// •

__????????

G(D) •

• •

========

�

2.67 Definition

SeiD ein Digraph.
Eine STARK ZUSAMMENHÄNGENDE KOMPONENTEH von D ist ein maximaler Teildigraph vonD,
so dassH für zwei beliebige Eckenu,v∈V(H) einen orientierten weg vonu nachv enthält.
D heißtSTARK ZUSAMMENHÄNGEND, wennD nur eine stark zusammenhängende Komponente hat.

Beispiel

(1) nicht stark zusammenhängend:

H1 •

����
��

��
��

// •

• // •

^^<<<<<<<<

88qqqqqqqqqqqqqq
H2
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§ 7 Digraphen

(2) stark zusammenhängend:

•

wwoooooooooooooo

•

��@
@@

@@
@@

•

ggOOOOOOOOOOOOOO

•

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiii // •

WW//////////////

??~~~~~~~

�

2.68 Definition (Turnier)

Ein Digraph heißt TURNIER, wenn zu je zwei Ecken genau ein Bogen existiert.
Ein Turnier mitn Ecken heißtn-Turnier, in Zeichen:Tn.

Beispiel

•

��~~
~~

~~
~

��

•

��@
@@

@@
@@

•oo

__@@@@@@@

•

??~~~~~~~

�

2.69 Satz (Redei, 1934)

Jedes Turnier besitzt einen orientierten Hamiltonschen Weg.

Beweis

SeiTn ein Turnier und seiW = x1x2 . . .xk ein längster orientierter Weg der Längek−1 in Tn.
Annahme:k < n

x

vvnnnnnnnnnnnnnn

�� ))TTTTTTTTTTTTTTTTTTT

x1

44iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii // x2 // x3

>>~~~~~~~~
// • // • // xk

Seix∈V(Tn)\V(W).
Dann haben wir:x1→ x→ xk.
⇒∃i ∈ {1,2, . . . ,k−1} mit xi → x→ xi+1

So istx1x2 . . .xixxi+1 . . .xk ein orientierter Weg inD mit der Längek. � �

2.70 Satz (Moon, 1966)

Ist Tn ein stark zusammenhängendes Turnier, so liegt jede Ecke vonTn auf einemp-Kreis für alle
p∈ {3,4, . . . ,n}

Beweis

Per vollständiger Induktion überp. �
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2 Graphentheorie

2.71 Bemerkung

D
(Schleifen)

= (V,A)↔ RelationA auf der MengeV �

52



3 Algebraische Strukturen

§ 1 Universelle Algebren

3.1 Definition (Operation)

Ist M eine Menge, so heißt eine Abbildung

f : Mn := M×M× . . .M︸ ︷︷ ︸
n-mal

→M

einen-stellige OPERATION oder einn-stelliger OPERATOR.

• n = s( f ) heißt die STELLIGKEIT vom Operatorf .

• Ein zweistelliger Operator (d.h.f : M×M→M) heißt auch VERKNÜPFUNG(engl. binary ope-
ration). �

3.2 Definition (Algebra)

Eine UNIVERSELLE ALGEBRA1 vom Typ (ni)i∈I ist (M,( fi)i∈I ), wobei fi eineni-stellige Operation
auf M ist (d.h.ni = s( fi)) und I eine Indexmenge ist (die auch unendlich sein kann). Die Liste(ni)i∈I

heißt SIGNATUR der Algebra(M,( fi)i∈I ). �

3.3 Beispiel

(1) Die boolesche Algebra({T,F}, ∨︸︷︷︸
= f1

, ∧︸︷︷︸
= f2

, ¬︸︷︷︸
= f3

) hat die Signatur(2,2,1).

∨ T F ∧ T F ¬T := F
T T T T T F ¬F := T
F T F F F F

(2) Mit den üblichen arithmetischen Operationen wie „+“ und „·“ können wir unterschiedliche Alge-
bren definieren.

• (N,+) und(N,+, ·) sind Algebren.

• (Z, ·) ist eine Algebra.

• ({x∈N | x ist Quadratzahl︸ ︷︷ ︸
:=M

}, ·) ist eine Algebra, denn fürx = a2 undy = b2 gilt:

x ·y = a2 ·b2 = (a·b)2, d.h.· : M×M→M.

• ({x∈N | x ist Quadratzahl},+) ist keineAlgebra, denn die Summe von 4= 22 und 9= 32

ist z.B. keine Quadratzahl.

1Algebra auf Chinesisch:
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3 Algebraische Strukturen

(3) ∑ = Menge (Alphabet)

∑∗ = {(a1,a2, . . . ,an) | ai ∈ ∑,n∈N0} (Wörter über∑)

◦ : ∑∗×∑∗→ ∑∗ mit (a1a2 · · ·an)◦ (b1b2 · · ·bm) = (a1a2 · · ·anb1b2 · · ·bm)

(∑∗,◦) ist eine Algebra.

(4) U : eine beliebige Menge

F(U) := { f | f : U →U}
◦: Komposition von zwei Funktionen, also( f ◦g)(x) = f (g(x)) ∀x∈U

(F(U),◦) ist eine Algebra. �

3.4 Definition (neutrale Elemente)

Sei(M,◦) eine Algebra mit zweistelligem Operator „◦“.
Ein Elemente∈M heißtLINKSNEUTRALES ELEMENT für den Operator „◦“, falls e◦a = a ∀a∈M.
Ein Elementa∈M heißtRECHTSNEUTRALESELEMENT für den Operator „◦“, falls a◦e= a ∀a∈M.
Ein Elemente∈M heißtNEUTRALESELEMENT für den Operator „◦“, falls esowohl ein linksneutrales
als auch ein rechtsneutrales Element ist, also:e◦a = a◦e= a ∀a∈M. �

3.5 Beispiel

({b,c},◦) mit ◦ b c
b b b
c c c

• b◦b = b undc◦b = c⇒ b ist ein rechtsneutrales Element.

• b◦c = b undc◦c = c⇒ c ist ein rechtsneutrales Element.

• b◦b = b undb◦c = b⇒ b ist kein linksneutrales Element.

Also hat({b,c},◦) kein neutrales Element. �

3.6 Lemma

Sei(M,◦) eine Algebra vom Typ (2), d.h.◦ ist eine zweistellige Verknüpfung. Dann gilt:
Ist c ein linksneutrales Element (∗) undd ein rechtsneutrales Element (4), so istc = d.
Insbesondere gilt: Jede Algebra(M,◦) vom Typ (2) enthält höchstens ein neutrales Element (C).

Beweis

(∗)⇒ c◦d = d
(4)⇒ c◦d = c
⇒ d = c
Eindeutigkeit des neutralen Elements (C):
Annahme:e1 unde2 sind zwei neutrale Elemente.
e1 = e1◦e2 = e2 �

3.7 Beispiel (vgl. Beispiel 3.3(2))

• (N0,+) hat ein neutrales Element „0“, dennx+0 = 0+x = 0 ∀x∈N.

• (Z, ·) hat ein neutrales Element „1“.

• (N0,+, ·) hat ein neutrales Element „0“ bzgl. „+“ und ein neutrales Element „1“ bzgl. „·“. �
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§ 1 Universelle Algebren

3.8 Definition (inverse Elemente)

Sei(M,◦) eine Algebra vom Typ (2) mit neutralem Elemente.
Ein Elementx∈M heißtLINKSINVERSESELEMENT vona∈M, falls x◦a = e.
Ein Elementx∈M heißtRECHTSINVERSESELEMENT vona∈M, falls a◦x = e.
Ein Elementx∈M heißtINVERSESELEMENT (oder INVERSE) von a∈M, falls x sowohl ein linksin-
verses als auch ein rechtsinverses Element ist. �

Wichtige Algebren mit genau einer zweistelligen Verknüpfung

3.9 Definition (Halbgruppe)

Eine AlgebraA = (M,◦) mit einem zweistelligen Operator◦︸ ︷︷ ︸
=̂ vom Typ (2)

heißt HALBGRUPPE, falls der Operator◦

assoziativ ist, also:

a◦ (b◦c) = (a◦b)◦c ∀a,b,c∈M

Z.B. ist (∑∗,◦) in Beispiel3.3eine Halbgruppe. �

3.10 Definition (Monoid)

Eine AlgebraA = (M,◦) vom Typ (2) heißt MONOID, falls gilt:

(M1) ◦ ist assoziativ (d.h.A = (M,◦) ist eine Halbgruppe)

(M2) ∃ ein neutrales Elemente∈M �

3.11 Definition (Gruppe)

Eine AlgebraA = (M,◦) vom Typ (2) heißt GRUPPE, falls gilt:

(G1) ◦ ist assoziativ

(G2) ∃ ein neutrales Elemente∈M

(G3) jedes Elementa∈M besitzt eine Inverse �

3.12 Definition (abelsche Algebren)

Eine Halbgruppe (ein Monoid, eine Gruppe)A = (M,◦) heißtABELSCH, falls ◦ kommutativ ist, also:
a◦b = b◦a ∀a,b∈M. �

Wichtige Algebren mit mehreren Verknüpfungen

3.13 Definition (Ring)

Eine AlgebraA = (M,⊕,�) mit zwei zweistelligen Operatoren⊕ und� heißt RING, falls gilt:

(R1) (M,⊕) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0∈M

(R2) (M,�) ist ein Monoid mit neutralem Element 1∈M

(R3) ⊕ und� sind distributiv, also:

• a� (b⊕c) = (a�b)⊕ (a�c) ∀a,b,c∈M

• (b⊕c)�a = (b�a)⊕ (c�a) ∀a,b,c∈M �
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3 Algebraische Strukturen

3.14 Definition (Körper)

Eine AlgebraA = (M,⊕,�) mit zwei zweistelligen Operatoren⊕ und� heißt KÖRPER, falls gilt:

(K1) (M,⊕) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0∈M

(K2) (M \{0},�) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1∈M

(K3) a� (b⊕c) = (a�b)⊕ (a�c) ∀a,b,c∈M

Körper sind z.B.(R,+, ·) und(C,+, ·). �

3.15 Definition (boolesche Algebren)

Eine AlgebraA = (M,⊕,�,¬) vom Typ (2, 2, 1) heißtBOOLESCHEALGEBRA, falls gilt:

(B1) (M,⊕) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Element 0∈M

(B2) (M,�) ist ein abelsches Monoid mit neutralem Element 1∈M

(B3) • a⊕ (¬a) = 1 ∀a∈M

• a� (¬a) = 0 ∀a∈M

(B4) ⊕ und� sind distributiv, also:

• a� (b⊕c) = (a�b)⊕ (a�c) ∀a,b,c∈M

• a⊕ (b�c) = (a⊕b)� (a⊕c) ∀a,b,c∈M �

3.16 Beispiel

(1) (Z,+, ·) ist ein KOMMUTATIVER RING, d.h.(Z,+, ·) ist ein Ring und zusätzlich gilt:a ·b = b ·a
∀a,b∈ Z.

(2) SeiK ein Körper, dann gilt:

• K[X] :=
{

n
∑

k=0
akXk|ak ∈ K,n∈N0

}
(Menge der Polynome überK )

ist kommutativer Ring (POLYNOMRING).

• K[[X]] :=
{

∞
∑

k=0
anXn|an ∈ K

}
ist ein kommutativer Ring (mit Null 0= 0 ·X0 und Eins 1=

1·X0, vgl. Satz1.32)

• Kn×n :=


 a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann


∣∣∣∣∣∣∣ ai j ∈ K,1≤ i, j ≤ n

mit n> 1 ist ein nicht kommutativer

Ring (mit Null 0und EinsEn)

(3) Q,R,C sind Körper

(4) • Der kleinste Ring:{0} mit 0 = 1 und+ = ·

• Der kleinste Körper:F2 = {0,1} �
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§ 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

Konvention

Sei(K,⊕,�) ein Körper:

• 0∈ K (Null), neutrales Element bezüglich⊕

• 1∈ K (Eins), neutrales Element bezüglich�

• −a: Inverses vona∈ K bezüglich⊕

• a−1: Inverses vona∈ K \{0} bezüglich� �

§ 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

Es seiA = (A,( fi)i∈I ) eine Algebra vom TypT = (ni)i∈I ,ni = s( fi).

3.17 Definition (Unteralgebra)

U ⊆ A heißt UNTERALGEBRA von A, in ZeichenU ≤ A, falls die Operatorenfi , i ∈ I abgeschlossen
sind, d.h.

fi(Uni )︸ ︷︷ ︸
{ fi(u1,u2,··· ,uni )|u1,u2,··· ,uni∈U}

⊆U ∀i ∈ I

�

3.18 Definition (Untergruppe, Teilring / Unterring)

• SeiG = (G, ·) eine Gruppe.

Eine UntermengeU ≤G heißt UNTERGRUPPEvon G, falls (U, ·) eine Gruppe ist. (D.h. für alle
u,u′ ∈U gilt: u·u′ ∈U,u−1 ∈U und 1∈U .)

• SeiR= (R,⊕,�) ein Ring.

Eine UnteralgebraU ≤ Rheißt TEILRING (UNTERRING) vonR, falls (U,⊕,�) ein Ring ist. �

3.19 Beispiel

(1) (Z,+) ist eine Untergruppe von(Q,+).

(2) SeiZn := {0,1, · · · ,n−1} und+n :N×N→ Zn mit +n(a,b) = a+b (mod n)

(+n Addition modulon)

Z.B. n = 5:

Z5 = {0,1,2,3,4},+n :N×N→ Z5

1 +5 2 = 3
2 +5 3 = 0
3 +5 6 = 4

78 +5 100 = 3

Dann ist(Zn,+n) keine Untergruppe von(Z,+), da sich hier die Operatoren unterscheiden.�

3.20 Lemma

SeiJ eine Indexmenge undU j ≤ A für j ∈ J. Dann gilt:⋂
j∈J

U j ≤ A

�
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3 Algebraische Strukturen

3.21 Definition (erzeugte Unteralgebra)

SeiM eine Teilmenge von einer AlgebraA.

< M >=
⋂
{U |M ⊆U ≤ A}

heißt die vonM ERZEUGTEUNTERALGEBRA. �

3.22 Beispiel

(1) SeiG = (G, ·) eine Gruppe und seig∈G.

< {g}>= {gi | i ∈ Z} (die vong erzeugte Untergruppe), wobei:

gi :=


i-mal︷ ︸︸ ︷

g· · ·g , falls i > 0
1 , falls i = 0

g−1 · · ·g−1︸ ︷︷ ︸
−i-mal

, falls i < 0

(2) < {g1, · · · ,gn}>=
{

a1 · · ·am |m∈N0,a j ∈ {g1, · · · ,gn,g
−1
1 , · · ·g−1

n }
}

�

3.23 Definition (Algebra-Homomorphismus)

SeienA = (A,( fi)i∈I ) und Ã = (Ã,( f̃i)i∈I ) Algebren vom gleichen TypT = (ni)i∈I , d.h.ni = s( fi) =
s( f̃i).
Eine Abbildungϕ : A→ Ã heißt (ALGEBRA-)HOMOMORPHISMUSvon A nachÃ, falls für alle i ∈ I
die Operatorenfi und f̃i mit ϕ vertauschbar sind, also:

f̃i(ϕ(a1), · · · ,ϕ(ani )) = ϕ( fi(a1, · · · ,ani )) ∀a j ∈ A, j = (1, · · · ,ni), i ∈ I

Die Vertauschbarkeit bedeutet, dass man zum gleichen Ergebnis kommt, unabhängig davon, ob man
im Diagramm „oben herum“ oder „unten herum“ läuft. �

3.24 Beispiel

(1) SeiA = (A,( fi)i∈I ) eine Algebra undA′ ≤ A. Dann ist:

id : A′→ A mit a→ a ∀a∈ A′

ein Homomorphismus vonA′ nachA.

(Abbildung fehlt)

Oder die „kleinere“ AlgebraA′ ist in die „größere“ AlgebraA eingebettet.

Z.B.: A = (N,+), Ã = (Z,+), A≤ Ã:

ϕ :N→ Z mit n→ n ∀n∈N

ist ein Homomorphismus vonA nachÃ.

(2) A = (∑∗,◦) (siehe Beispiel3.3)

Ã = (N0,+)

ϕ : ∑∗→N0 mit w→ |w| ∀w∈ ∑∗ ist auch ein Homomorphismus vonA nachÃ

(3) SeiK ein Körper undV,W zwei K-Vektorräume (siehe Lineare Algebra I, Def. (2.25)). Dann gilt:

ϕ : V→W ist ein Homomorphismus⇔ ϕ ist k-linear, d.h.:
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§ 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

• ϕ(v1 +v2) = ϕ(v1)+ϕ(v2)

• ϕ(−v) =−ϕ(v)

• ϕ( 0
∈V

) = 0
∈W

• ϕ(α ·v) = α ·ϕ(v)

v∈V,α ∈ K �

3.25 Definition (Isomorphismus)

SeienA∼= (A,( fi)i∈I ) undÃ(Ã,( f̃i)i∈I ) zwei Algebren vom gleichen Typ(ni)i∈I .
Eine Abbildungϕ : A→ Ã heißt ISOMORPHISMUSvonA nachÃ, falls:

(1) ϕ ein Homomorphismus vonA nachÃ ist,

(2) ϕ bijektiv ist.

Ein bijektiver Homomorphismus heißt dann Isomorphismus.
A = Ã⇔∃ einen Isomorphismus vonA nachÃ (ISOMORPH).
Ein Isomorphismus von einer AlgebraA nachA heißt AUTOMORPHISMUS. �

3.26 Beispiel

(1) A = (N,+), Ã = ({2n | n∈N},+)

ϕ :N→{2n|n∈N} mit n→ 2n ∀n∈N ist ein Isomorphismus vonA nachÃ.

(2) A = ({x∈R|x > 0}︸ ︷︷ ︸
:=R+

, ·), Ã = (R,+)

ϕ :R+→R mit x→ log(x) ∀x∈R+ ist ein Isomorphismus, denn für die Logarithmus-Funktion
gilt:

log(x ·y) = log(x)+ log(y) ∀x,y∈R+

(3) SeiA = ({1,2,3}, ·) eine Algebra mit:

◦ 1 2 3
1 3 3 3
2 3 3 3
3 3 3 3

ϕ : 1→ 2,2→ 1,3→ 3 ist ein Automorphismus. �

3.27 Lemma

Ein Isomorphismus zwischen zwei Algebren bildet neutrale Elemente auf neutrale Elemente und in-
verse Elemente auf inverses Element ab. �

3.28 Lemma

Ist ϕ ein Isomorphismus der AlgebraA in die AlgebraÃ, so gibt es auch einen Isomorphismus (ϕ−1)
von Ã nachA.

ϕ : A → Ã
A ← Ã : ϕ−1

�
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3 Algebraische Strukturen

Erinnerung (an Lineare Algebra, Definition (1.33))

SeiM eine Menge.

• RELATION R auf M ist eine TeilmengeR⊆M×M und heißt ÄQUIVALENZRELATION , falls R
reflexiv und symmetrisch und transitiv ist.

• Äquivalenzrelation aufM:

M/R := Menge der Äquivalenzklassen vonR︸ ︷︷ ︸
⊆P(M)

�

3.29 Beispiel

Z undm∈N
∼m: a∼m b⇔m | a−b, d.h.a≡ b (mod m)
Z := {k ·m | k∈ Z︸ ︷︷ ︸

[0]∼m

}
⋃
{k ·m+1 | k∈ Z︸ ︷︷ ︸

[1]∼m

}
⋃
· · ·

⋃
{k ·m+(m−1) | k∈ Z︸ ︷︷ ︸

[m−1]∼m

}

Zm = {[0]∼m, [1]∼m, . . . , [n−1]∼m}
= Z/mZ
= {[a]∼m | a∈ Z}
= {{a+mZ | z∈ Z} | a∈ Z}
= {a+mZ | a∈ Z}

�

3.30 Definition (Kongruenzrelation)

SeiA = (A,( fi)i∈I ) eine Algebra.
Eine Äquivalenzklasse∼ aufA heißt eine KONGRUENZRELATIONaufA, wenn∼mit allen fi verträg-
lich ist, d.h.:
a1∼ a′1, . . . ,ani ∼ a′ni

⇒ fi(a1, . . . ,ani )∼ fi(a′1, . . . ,a
′
ni
) �

3.31 Beispiel

SeiG = (G, ·) eine Gruppe und sei∼ eine Äquivalenzrelation aufG.
∼ Kongruenz⇔ a∼ a′,b∼ b′⇒ a·b∼ a′ ·b′ unda−1∼ (a′)−1. �

3.32 Satz (Homomorphiesatz)

SeiA = (A,( fi)i∈I ) eine Algebra vom Typ(ni)i∈I , ni = s( fi) und sei∼ eine Kongruenzrelation aufA.

(a) Für jedesa∈ A bezeichnen wir mit:

[a]∼ = {a′ ∈ A | a′ ∼ a}

die Äquivalenzklasse vona.

Dann wird die Menge der Äquivalenzklassen

A/∼:= {[a]∼ | a∈ A}

eine Algebra vom Typ(ni)i∈I mit

fi([a1]∼, . . . , [ani ]∼) := [ fi(a1, . . . ,ani )]∼

und
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§ 2 Unteralgebra, Homomorphismen, Kongruenz

π∼ : A→ A/∼ mit a→ [a]∼

ist ein surjektiver Homomorphismus︸ ︷︷ ︸
Epimorphismus

.

(b) Ist ϕ : A→ B ein Homomorphismus, so wird durch:

a∼ a′⇔ ϕ(a) = ϕ(a′)

eine Kongruenzrelation aufA definiert.

Außerdem gilt:

• ϕ(A) ist eine Unteralgebra vonB.

• Es gibt einen Isomorphismusϕ : A/∼→ ϕ(A), [a]∼→ ϕ(a).

Beweis

Nachrechnen. �

3.33 Beispiel

SeiK ein Körper, seienV,W zweiK-Vektorräume und seiϕ : V→W ein Homomorphismus.
∀v,v′ ∈V : v∼ v′ ⇔

Def.
ϕ(v) = ϕ(v′)

⇔ ϕ(v)−ϕ(v′) = 0
Beispiel3.24⇔
ϕ ist k-linear

ϕ(v−v′) = 0

⇔ v−v′ ∈ Kern(ϕ)≤V
Also:
[v]∼ = v+Kern(ϕ) ∀v∈V
[0]∼ = Kern(ϕ) �
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3 Algebraische Strukturen

§ 3 Ringe und Ideale

Erinnerung an Definition 3.13

Eine AlgebraR= (R,+, ·) vom Typ (2,2) ist ein Ring, falls gilt:

• (R,+) ist eine abelsche Gruppe mit 0∈ R

• (R, ·) ist ein Monoid mit 1∈ R

• + und· sind distributiv �

3.34 Lemma

SeiRein Ring. Dann gilt:
(1) a·0 = 0·a = 0 ∀a,b∈ R
(2) a· (−b) = (−a) ·b =−(a·b) ∀a,b∈ R
(3) −(−a) = a ∀a∈ R
(4) −(a+b) = (−a)+−(b) ∀a,b∈ R

Schreibweise:a−b = a+(−b)
Sei∼ eine Kongruenzrelation aufR.
Wir betrachten die Teilmenge[0]∼ := {a∈R | a∼ 0}

a∼ a′
−a′∼−a′⇐⇒ a+(−a′)︸ ︷︷ ︸

=a−a′

∼
Kongruenz

=a′−a′=0︷ ︸︸ ︷
a′+(−a′)

⇔ a−a′ ∈ [0]∼
⇒∼ ist vollständig beschrieben durch[0]∼.
Seienu,v∈ [0]∼. Dann gilt:
u∼ 0,v∼ 0⇒ u+u∼ 0⇒ u+v∈ [0]∼ �

3.35 Definition (Ideal)

SeiR= (R,+, ·) ein Ring,
I ⊆ Rheißt IDEAL2 (in ZeichenI �R), falls gilt:

• 0∈ I

• a,b∈ I ⇒ a+b∈ I ,−a∈ I

• a∈ R,u∈ I ⇒ a·u∈ I undu·a∈ I �

2Ideal auf Chinesisch:
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3.36 Satz

Ist∼ eine Kongruenzrelation aufR, so istI = [0]∼�R.
Umgekehrt: IstI �R, so wird durcha∼ a′⇔ a−a′ ∈ I eine Kongruenzrelation definiert.
(Dabei ist[0]∼ = I und[a]∼ = a+ I .) Schreibweise:R/I := R/∼ �

3.37 Satz

Ist Rein kommutativer Ring undd ∈ Rbeliebig. Dann gilt:

(1) R·d = {a·d | a∈ R}�R ist ein Ideal

(R·d heißt auch das vond erzeugte HAUPTIDEAL.)

(2) R·d = R⇔ d ist invertierbar in(R, ·), d.h.∃d′ : d ·d′ = 1 �

3.38 Beispiel (vgl. Beispiel 3.28)

R= (Z,+, ·) undm∈N,∼=∼m

Dann istmZ�Z und 1Z= Z. �

Konvention

In einem kommutativen Ring schreibt man:

a+a+ . . .+a︸ ︷︷ ︸
k-mal

= k ·a

�

3.39 Beispiel

Zeigen Sie: Keine ganze Zahl der Form 7+n·8 ist die Summe von 3 Quadraten inZ für n∈ Z.

Beweis (indirekt)

Annahme:z= 7+n·8 = a2 +b2 +c2, für a,b,c∈ Z

Betrachte:ϕ : Z→ Z8,z→ [z]8

RHomomorphismus (vgl. Satz3.31(a))

⇒ ϕ(z) = ϕ(a2)+ϕ(b2)+ϕ(c2)
= ϕ(a)2 +ϕ(b)2 +ϕ(c)2

!= [7]8
Wobei:ϕ(a),ϕ(b),ϕ(c) ∈ Z8.
In Z8:

x 0 1 2 3 4 5 6 7
x2 0 1 4 1 0 1 4 1
⇒ Quadrate inZ8 sind: 0,1,4, . . .

⇒ Summen von drei Quadraten inZ8 sind nicht gleich 7
⇒ Behauptung �
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3 Algebraische Strukturen

§ 4 Größte gemeinsame Teiler

Ring⊇ kommutativer Ring⊇ Integritätsbereich⊇ Hauptidealring

⊇ Euklidischer Ring

{
(Z,+, ·) Primzahlen

K [X] Polynomring

• Natürliche Zahlenp≥ 2, für die 1 undp die einzigen positiven Teiler sind, nennt man PRIM-
ZAHL , z.B. 2,3,5,7,11,13,17, . . . , 1 ist keine Primzahl !

• Ist m∈N keine Primzahl undm> 1 mit m= p·q mit 1 < p,q < m, dann gilt:

[p]m · [q]m = [p·q]m = [m]m = [0]m = 0 inZm, aber[p]m 6= 0 und[q]m 6= 0, weil 1< p,q,< m. �

3.40 Definition (Integritätsbereich)

Sei R = (R,+, ·) ein kommutativer Ring. Seia 6= 0 und b 6= 0, abera · b = 0, so heißena und b
NULLTEILER.
Rheißt INTEGRITÄTSBEREICH3, falls Rkeine Nullteiler enthält, d.h.a·b = 0⇒ a = 0∨b = 0. �

3.41 Beispiel

(1) Z ist ein Integritätsbereich.

(2) Z [X] ist ein Integritätsbereich.

(3) SeiK ein Körper. Dann sindK [X] undK [[X]] Integritätsbereiche.

(4) Z4 ist kein Integritätsbereich, denn[2]4 · [2]4 = [0]4.

Zm ist kein Integritätsbereich, wennmkeine Primzahl ist. �

3.42 Definition (größter gemeinsamer Teiler)

SeiRein Integritätsbereich.

(1) a | b⇔∃c∈ Rmit b = a·c. In Worten: „a teilt b“.

a - b⇔6 ∃c∈ Rmit b = a·c.

(2) d∈Rheißt einGRÖSSTER GEMEINSAMERTEILER vona,b∈R, in Zeichen:d∈ ggT(a,b), wenn:

• d | a undd | b.

• (c | a∧c | b)⇒ c | d �

3.43 Bemerkung

SeiR= (R,+, ·) ein Integritätsbereich. Jedes Elementu∈ Rheißt EINHEIT in R, falls u−1 existiert.

R∗ = {u∈ R | ∃u−1 ∈ Rmit u·u−1 = 1}

(1) In Z sind nur−1 und 1 Einheiten, z.B. ggT(4,10) = {−2,2}.

(2) Ist u∈ Reine Einheit inR, so giltu | a ∀a∈ R, denna = u
(
u−1a

)
.

(3) Ist d ∈ ggT(a,b) in Rundu∈ R∗ ⇒ u·d ∈ ggT(a,b).

Umgekehrt kann man zeigen:d,d′ ∈ ggT(a,b)⇒ d′ = u·d für einu∈ R∗.

(4) Nicht in jedem Integritätsbereich gilt: ggT(a,b) = {1}. �

3Integritätsbereich auf Chinesisch:
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§ 5 Eindeutige Primfaktorzerlegung

3.44 Definition (irreduzibel)

SeiRein Integritätsbereich.p∈ Rund p 6= 0 undp /∈ R∗ heißtIRREDUZIBEL, falls gilt:

p = a·b⇒ a∈ R∗∨b∈ R∗

�

3.45 Beispiel

p∈ Z ist irreduzibel⇔ p oder−p ist eine Primzahl. �

3.46 Beispiel

SeiI = {a+b
√
−3 | a,b∈ Z}. Dann gilt:

(a) I ist ein Integritätsbereich.

(b) I∗ = {−1,1}

(c) |α|2 = 4⇒ α ist irreduzibel.

(d) 4 = 2·2 =
(
1+
√
−3
)(

1−
√
−3
)

(zwei verschiedene Primfaktorzerlegungen inI ) �

Frage

Welche IntegritätsbereicheRhaben die Eigenschaft, dass jedesa∈R\({0}∪R∗) eine eindeutige Prim-
faktorzerlegung hat? �

3.47 Definition (Primfaktor-Zerlegung)

SeiRein Integritätsbereich.a∈ Rhat eine eindeutige (PRIMFAKTOR-)ZERLEGUNG, falls gilt:
a = p1, . . . , pr mit pi irreduzibel unda = q1, . . . ,qr mit qi irreduzibel⇒ r = s und mit passender
Umsortierung istqi = ui pi mit ui ∈ R∗ für i = 1, . . . ,s. �

3.48 Bemerkung

Hat a∈ R eine eindeutige Zerlegung, so ista∈ R\ ({0}∪R∗), denn 0= a1 · . . . ·aα⇒ ∃ai = 0 aber 0
ist nicht irreduzibel undu = a1 · . . . ·aβ⇒ 1 = a1

(
u−1a2 · . . . ·aβ

)
, aber Einheit ist nicht irreduzibel.�

Zwei spezielle Ringe: Hauptidealring ⊇ Euklidischer Ring

3.49 Definition (Hauptidealring)

Ein IntegritätsbereichR heißt HAUPTIDEALRING, wenn jedes IdealI von R ein Hauptideal ist, d.h.
∃d ∈ Rmit I = R·d. �

3.50 Satz

SeiRein Hauptidealring.
Dann hat jedesa∈ R\ ({0}∪R∗) in Reine eindeutige Primfaktorzerlegung. �
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3.51 Definition (Euklidischer Ring)

Ein IntegritätsbereichRheißt ein EUKLIDISCHER RING, falls gilt:

(1) ∃δ mit R\{0}→N0

(2) Zu a,b∈ Rmit b 6= 0 existiertq, r ∈ R, so dassa = qb+ r mit δ(r) < δ(b).

Ein Euklidischer Ring(R,δ) heißt NORM-EUKLIDISCHER RING, wenn:

δ : R→N0 mit

{
δ(a) = 0 ⇔ a = 0

δ(a·b) = δ(a) ·δ(b)
�

3.52 Beispiel

(1) (Z, |·|) ist ein Norm-Euklidischer Ring, wobei|a|=

{
a , falls a≥ 0

−a , falls a < 0

(2) SeiK ein Körper.R= (K [X] ,grad) ist ein Euklidischer Ring.

R= (K [X] ,δ) mit δ( f ) =

{
grad( f ) , f 6= 0

0 , f = 0
ist ein Norm-Euklidischer Ring. �

3.53 Satz

Ein Euklidischer RingR ist ein Hauptidealring. Somit hat jedesa∈R\ ({0}∪R?) in Reine eindeutige
Primfaktorzerlegung. �

3.54 Folgerung

In Z hat jedesa∈ Z\{0} eine eindeutige Primfaktorzerlegung in der Form:
a = µp1 · · · p2, pi Primzahl undµ∈ Z? = {−1,1}

Beweis

Beispiel3.52(1) und Satz3.53 �

3.55 Bemerkung

Aus Folgerung3.54folgt der FUNDAMENTALSATZ DER ARITHMETIK .
Jede Zahln∈Nmit n≥ 2 läßt sich eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen:

n = pt1
1 · p

t2
2 · · · p

tk
k

Wobei p1 < p2 < · · · pk Primzahlen sind undt1, . . . , tk ∈N. �

3.56 Satz

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis (indirekt)

Annahme:p1, . . . , pk sind alle Primzahlen,k∈N.
Setze:n = p1 · p2 · · · pk +1 (?)
⇒ n ist keine Primzahl.
Bem.3.48⇒ n = pt1

n1 · p
t2
n2 · · · pts

ns
mit pn1 < · · ·< pns Primzahlen undti ∈N (??)

?⇒ pn1 | n−1
??⇒ pn1 | n
⇒ unmöglich� �
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3.57 Satz (Primzahlen)

Für allen∈N gilt:

π(n)︸︷︷︸
# der Primzahlen≤n

= (1+ o(1)︸︷︷︸
→0,n→∞

) · n
ln(n)

�

3.58 Bemerkung

Wie findet man Primzahlen?

(1) Finde alle Primzahlen≤ n:

Z.B.: n = 36

1 ///////2 3 ///////4 5 //////6 7 ///////8 //////9
/////////////10 11 /////////////12 13 /////////////14 /////////////15 /////////////16 17 /////////////18
19 /////////////20 /////////////21 /////////////22 23 /////////////24 /////////////25 /////////////26 /////////////27
/////////////28 29 /////////////30 31 /////////////32 /////////////33 /////////////34 /////////////35 /////////////36

π(36) = 11

Weiterhin:π(49) = 15 undπ(100) = 25.

Man schreibt alle Zahlen von 2 bisn auf und wendet dann den folgenden Algorithmus an:

for i from 2 to
√

n do begin

falls i ungestrichen, streiche alle Vielfachen 2i,3i, . . . von i

end

Die am Ende übrig gebliebenen ungestrichenen Zahlen sind dann genau die Primzahlen≤ n.

(2) Finde große Primzahlen:

Randomisierte Verfahren der derzeit effizientesten Primzahltester (vgl. Wahrscheinlichkeitstheorie
und Statistik). �

3.59 Satz („kleiner Fermat“)

Für allen∈Nmit n≥ 2 gilt:

n Primzahl⇔ an−1≡ 1(mod n) ∀a∈ Z\{0}

�

3.60 Definition (eulersche ϕ-Funktion)

ϕ :N→N mit ϕ(n) :=| Z?
n | heißtEULERSCHEϕ-FUNKTION, wobei:

Z?
n = {a∈ Zn\{0} | ggT(n,a) = 1} �

3.61 Lemma

Ist n = pt1
1 · · · p

tk
k mit p1 < p2 < · · ·< pk Primzahlen, so gilt folgendes:

ϕ(n) =
k

∏
i=1

(pi−1)pti−1
i

�
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3 Algebraische Strukturen

3.62 Satz (Euler)

Für allen∈Nmit n≥ 2 gilt:

aϕ(n) ≡ 1(mod n) ∀a∈ Z+
n

(Bemerkung: Satz3.57
n Primzahl=⇒
ϕ(n)=n−1

Satz3.50)

BerechneggT(a,b) für a,b∈ Z= (Z,+,�)

• Euklidischer Algorithmus (vgl. Übung 11):

?= ggT(729,153)

• Primfaktorzerlegung:

729= 36

153= 32 ·17

⇒ ggT(729,153) = 9

• Division mit Rest:

729= 4·153+117

153= 1·117+36

117= 3·36+9

36= 4·9+0

⇒ ggT(729,153) = 9 �

3.63 Lemma

Sindm,n∈Nmit m≤ n undm - n, so gilt:

ggT(m,n) = ggT(nmod m,m)

Beweis

Übung. �

3.64 Satz (Euklidischer Algorithmus)

Seiena0,a1 ∈N mit a0≥ a1

Man bestimmt suksessiveqi ,ai ∈N wie folgt:
a0 = q1a1 +a2 mit 0 < a2 < a1

a1 = q2a2 +a3 mit 0 < a3 < a2
...
ak−1 = qk−1ak−1 +ak mit 0 < ak < ak−1
Dann gilt:ak = ggT(a0,a1). �

3.65 Definition (normiert)

Ein Polynomf =
n
∑

k=0
akxk heißtNORMIERT, wennan = 1. �

3.66 Folgerung

Ist K ein Körper, so hat jedes Polynomf ∈ K[x]\ {0} eine eindeutige Zerlegung (bis auf die Reihen-
folge der Faktoren) in der Form:
f = u f1 · f2 . . . fr ,n∈ K? und fi ist irreduzibel und normiert.
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§ 5 Eindeutige Primfaktorzerlegung

Beweis

Beispiel3.52und Satz3.53 �

3.67 Satz

Es sei(R,δ) ein euklidischer Ring und 06= f ∈ R, so ist:

R/ f R= {[g] f | g∈ R,δ(g) < δ( f )}∪{0}

wobei[g] f = g+ f R= {g+ f Z | z∈ R}
Es istR/ f R Körper.⇔ f ist irreduzibel.

Beweis

Da (R,δ) ein euklidischer Ring ist undf 6= 0 gibt es zu einem beliebigeng ∈ R stetsq, r ∈ R mit
g = q· f + r mit r = 0 oderδ(r) < δ( f ).
⇒ g− r = q· f ∈ R, also:[g] f = [r] f .
Nach Definition gilt:
R/ f R=

{
[g] f | g∈ R

}
=
{
[g] f | g∈ R,δ(g) < δ( f )

}
∪{0}

Nun zeigen wir:R/ f R ist ein Körper⇔ f ist irreduzibel.
„⇐“: (Ist f irreduzibel, so istR/ f R ein Körper.)
Sei 06= [g] f ∈ R/ f R. Zu zeigen.[g]−1

f existiert.
f ist irreduzibel⇒ f - g⇒ 1∈ ggT( f ,g)
⇒︸︷︷︸

Ü11, A2

∃ y,z∈ R : 1 = y f +zg

⇒ [1] f︸︷︷︸
=1

= [y f ] f︸︷︷︸
=0

+[z] f · [g] f

1 = [z] f · [g] f ⇒ [g] f ist invertierbar mit[g]−1
f = [z] f .

Also: R/ f R ist ein Körper.
„⇒“: (Ist R/ f R ein Körper, so istf irreduzibel.)
Wir zeigen: Seif nicht irreduzibel, dann istR/ f R kein Körper.
f ist nicht irreduzibel⇒∃ a,b∈ R\R∗ : f = a·b
[ f ] f︸︷︷︸
=0

= [a·b] f = [a] f · [b] f

Wäre[a] f = 0, so gältef | a, d.h.∃ a1 ∈ R: a = f ·a1

⇒ f = a·b = f · a1 ·b︸︷︷︸
=1∈R∗

⇒ a1 ·b = 1⇒ b∈ R∗ �

Also: [a] f 6= 0.
Analog kann man zeigen:[b] f 6= 0.
Insgesamt istR/ f R kein Integritätsbereich.
R/ f R ist kein Körper.
(Bemerkung: Istf ∈ R∗, so istR/ f R= R/R= {0} kein Körper.) �

3.68 Beispiel

SeiK = Z2 = {0,1}. Dann istK ein Körper
(Z2[x],δ) mit δ(g) = grad(g) für g∈ Z2[x] ist ein euklidischer Ring.
Gegeben istf = x3 +x+1∈ Z2[x]. Dann ist f irreduzibel.
Z2[x]/ fZ2[x] = {[a0 + a1x+ a2x2] f | ao,a1,a2 ∈ Z2} ist ein Körper mit 8 Elementen, die durch 3 Bits
dargestellt werden:
[a0 +a1x+a2x2] f ↔ a0a1a2

α = [x] f ↔ 010
α2 = [x2] f ↔ 001
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3 Algebraische Strukturen

α3 = [x3] f = [x+1] f ↔ 110
denn:x3 = (x+1)+(x3 +x+1)︸ ︷︷ ︸

:= f

·1

α4 = α3 ·α = [x2 +x] f = [x+1] f ↔ 011
α5 = α4 ·α = [x3 +x2] f = [x2 +x+1] f ↔ 111
denn:x3 +x2 = (x2 +x+1︸ ︷︷ ︸

:=g

+(x3 +x+1)︸ ︷︷ ︸
:= f

α6 = α5 ·α = [x3 +x2] f = [x2 +x+1] f ↔ 101
denn:x3 +x2 +x = (x2 +1︸ ︷︷ ︸

:=g

+(x3 +x+1)︸ ︷︷ ︸
:= f

α7 = α6 ·α = [x3 +x] f = [1] f ↔ 100
α8 = α �

3.69 Bemerkung

Ist αi = β, so schränkt mani = logα(β) ein („diskreter Logarithmus“). �

§ 6 Endliche Körper

Vorbemerkungen

Unendliche Körper:
(Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·)

Endliche Körper:

(1) (Z2,+2, ·2), wobei+n : a+n b := (a+b)mod n, ·n : a·n b := (a·b)mod n.

| Z2 |= 2

(2) (Z2[x]/ fZ2[x],+ f , · f ) mit f = x3 +x+1 (vgl. Beispiel3.68),

wobei+ f : g+ f h := (g+h)mod f , · f : g· f h := (g·h)mod f .∣∣Z2[x]/(x3 +x+1)Z2[x]
∣∣= ∣∣{[a0 +a1x+a2x2] f | a0,a1,a2 ∈ Z2

}∣∣
=
∣∣{0,1,x,1+x,x2,1+x2,x+x2,1+x+x2}

∣∣= 23

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit der Konstruktion von endlichen Körpern beschäftigen.
Anwendung: CD-Spieler.
Aus Satz3.67erhalten wir sofort die Folgerung3.70. �

3.70 Folgerung

(1) (Zn,+n, ·n) ist ein Körper⇔ n ist Primzahl.

(2) SeiK ein Körper undf ∈ K[x]. Dann gilt:

(K[x]/ f K[x],+ f , · f ) ist ein Körper⇔ f ist irreduzibel überK[x]

(D.h.: f = g·h⇔ grad(g) = 0 oder grad(h) = 0) �

Bemerkung

pk, p Primzahl,k∈N.
Bis auf Isomorphie kann man einen endlichen Körper mitpk vielen Elementen konstruieren.
Wenn ja: ist die Konstruktion eindeutig? �
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§ 6 Endliche Körper

3.71 Satz

(1) Für einn∈ N gibt es einen Körper mitn Elementen⇔ n = pk für eine Primzahlp und eink∈N.

(2) SindK1 undK2 zwei endliche Körper mit| K1 |=| K2 |, so giltK1
∼= K2.

(GALOISKÖRPER(engl. galois field) mitpk Elementen, GF(pk): der (bis auf Isomorphie) eindeu-
tige endliche Körper mitpk Elementen.)

Mit Folgerung3.70und Satz3.71kann man alle endlichen Körper konstruieren. �

3.72 Satz

In jedem endlichen KörperK ist die multiplikative GruppeK∗ zyklisch, d.h. es gibt ein Elementa∈
K∗ =< a >= {1,a,a2, . . . ,a|k|−2}.
Z.B. (vgl. Beispiel3.68):
(Z2[x]/(x3 +x+1)Z2[x])∗ = < [x] f >︸ ︷︷ ︸

GENERATOR

• Effiziente Implementierung:

Sei p eine Primzahl.

k = 1: GF(p)∼= (Zp,+p, ·p)
k > 1: GF(pk)∼= Zp[x]/ fZp[x], f irreduzibel mit grad( f ) = k.(
Zp[x]/ fZp[x] =

{
k−1
∑

i=0
aixi | ai ∈ Zp

}
∼ a0a1 · · ·ak−1,ai ∈ Zp, i = 0,1, . . . ,k−1

)
D.h.: Wir können die Elemente inZp[x]/ fZp[x] in kanonischer Weise durch Zeichenketten
a0a1 · · ·k−1 mit ai ∈ Zp kodieren.

• Addition von zwei Polynomen:

a(x)←→ a0a1 · · ·ak−1

b(x)←→ b0b1 · · ·bk−1

c(x)←→ c0c1 · · ·ck−1, ci = (ai +bi)mod p

• Multiplikation von zwei Polynomen:

(a) c(k) = a(x) ·b(x) = (. . .) · (. . .) ausrechnen, dann den Rest modulof bestimmen→ relativ
aufwendig

(b) a(x) ·
k−1
∑

i=0
bixi = a(x) ·b0 +x · (a(x) ·b1 +x · (. . .+x · (a(x) ·bk−2 +x ·a(x) ·bk−1))) �

3.73 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 3.68)

p = 2, k = 3, f = x3 +x+1∈ Z2[x] irreduzibel.

Z2[x]/(x3 +x+1)Z2[x] Kurzdarstellung
0 000
1 100
x 010

1+x 110
x2 001

1+x2 101
x+x2 011

1+x+x2 111
Seien nuna(x) = x+x2 undb(x) = 1+x+x2. Dann gilt:
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3 Algebraische Strukturen

a(x) ·b(x) = a(x) · b0︸︷︷︸
1

+x · (a(x) · b1︸︷︷︸
1

+x ·a(x) · b2︸︷︷︸
1

)

Aufgabe Realisierung Ergebnis
Berechnea(x) ·b2 b2 = 1, alsoa(x) ·b2 = a(x) 0110
Multipliziere mit x Shift nach rechts 0011
Berechne Rest modulof XOR mit f = 1101 1110
Addierea(x) ·b1 b1 = 1, also XOR mita = 0110 1000
Multipliziere mit x Shift nach rechts 0100
Berechne Rest modulof letztes Bit = 0 –
Addierea(x) ·b0 b0 = 1, also XOR mita = 0110 0010

Aus der letzten Zeile können wir das Ergebnis ablesen:

a(x) f ·b(x) = x2

Test:

(x+x2) · (1+x+x2) = x+x2 +x3 +x2 +x3 +x4

= x+ 2x2︸︷︷︸
=0

+ 2x3︸︷︷︸
=0

+x4

= x+x4

= x2 +x · (x3 +x+1)︸ ︷︷ ︸
= f

Nach Satz3.72gibt es für jedes Polynomt(x) ∈ Zp[x]/ fZp[x] ein lt ∈ {0,1, . . . , pk−2}
mit t(x) = αlt .
In Beispiel3.68gilt: α = [x] f .
a(x) = x+x2 = α4, b(x) = 1+x+x2 = α5.
Dann gilt:a(x) · f b(x) = αla ·αlb = α(la+lb)mod pk−1 = α4 ·α5 = α9mod 23−1 = α2 = x2.

Wie speichert man Daten auf CDs?
⇒ „READ-SOLOMON-CODE“ (endliche Körper)

1 0 1 · · · · · · 0 1 · · · · · · 0 1
s Bits s Bits s Bits

= 1 Block
k Blöcke

— ENDE —
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