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1 VORWORT 6

1 Vorwort

Dieses Skriptum entstand bei der Vorbereitung auf die Klausur Diskrete
Strukturen im Sommersemester 2003 bei Prof. E. Triesch. Es enthélt eine
Zusammenfassung der wichtigsten Definitionen, Formeln und Sétze aus der
Vorlesung und sowie zusétzliche Beschreibungen zur Losung diverser Aufga-
ben.

Die Benutzung dieses Skripts ist jedem Studenten in der Klausurvorbe-reitung
freigestellt. Die Vervielfiltigung des Skripts ist verboten.

Dieses Skript stellt keinen Anstruch auf Vollsténdigkeit und Korrektheit.
Bei Fehlern bitten wir um eine kleine e-Mail mit der korrekten Textstelle und
einer Angabe iiber den Ort des Fehlers an Rene.Hummen@rwth-aachen.de.

Aachen, 8.9.2003

Rene Hummen, Georg Kunz

Letze Anderung: 18. September, 2003
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2 Abzidhltheorien

2.1 Elementare Zihlprinzipien
2.1.1 Gleichheitsregel

|S| = |T'| genau dann, wenn eine Bijektion zwischen S und T existiert.

2.1.2 Summenregel

Ist § = U:lei eine disjunkte Zerlegung, so ist

t
1= _1Si|
1=1

2.1.3 Produktregel

Ist S =5 x 53 x ... x S ein kartesisches Produkt, d.h. S = {(ay,...,as) :
a; € 5;,1 <i <t} so gilt:
¢
s/ =T1Isi
i=1

2.1.4 Bemerkung: Binomialkoeffizient
n\y (n-—1 n n—1
k) k kE—1
2.1.5 Regel vom zweifachen Abzihlen
Es sei M = (m;;) eine Matrix von Zahlen. Dann ist:
3 (Zom) -3 (S
i j j i

d.h. Summe der Zeilensummen = Summe der Spaltensummen.

2.1.6 Schubfachprinzip

Essei f : N — R,N| = n > r = |R|. Dann existiert ein a € R mit
[fHa)l =[] + 1
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2.1.7 Definition: Permutation

Permutationen von N = {1,...,n} konnen definiert werden als bijektive
Abbildungen von {1,...,n} auf sich. Die Menge aller Permutationen auf N
nennen wir die symmetrische Gruppe auf N.

Bezeichnung: Sy, Sq1,...n) =: S

2.1.8 Definition: Transversale

Sei m € S,. Betrachten alle Paare (i,7(i)), 1 < i < n. Diese Menge von
Paaren heifit die zu 7 gehorige Transversale (in einer m x n-Matrix).

Die Transversale heifit zuldssig, wenn sie keine doppelten Eintrdge enthalt.

2.1.9 Definition: singulidres Paar

Wir nennen ein Paar {(¢,7), (k,1)} mit i # k, j # [ und m;; = my ein
singuldres Paar.

2.1.10 Satz: zulassige Transversale

Eine Transversale ist zuldssig genau dann, wenn sie kein singuléres Paar
enthélt.

2.2 fundamentale Zihlkoeffizienten

2.2.1 Binomialkoeffizient

Y = Tom
(¥)

Anzahl der k-Untermengen einer n-elementigen Menge.

Es gilt:

(o)< (1) == () = ()=~ ()= C)

Basisfalle:

« () =1



2 ABZAHLTHEORIEN 9

2.2.2 Stirlingzahlen 1.Art
Snk = |{m € Sy : ™ hat genau k Zyklen}|

Anzahl der Permutationen von N mit k Zykeln.

Basistille:

® so0=1

® 50, =0flir k>0

® 5,0=0firn>0

° sml:%!: (n—1)!

S

e > Spr=nl(n>1)

Rekursion:
Spk = Sn—1k-1+(n—1) 8,14 fiir n,k >0

(mittels Betrachtung zweier Falle bei Zykelbildung fiir N\{a} mit a Fixpunkt
zu zeigen)

Es gilt:

2.2.3 Stirlingzahlen 2.Art
Anzahl der Mengenpartitionen von N (|N| = n) in k nichtleere Blocke.
Basisfélle:

[ S()’() =1

.So7k:0fﬁ1"/{5>0
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° Sn70:Ofi'1rn>0

Rekursion:
Sn,k = Snfl’k'fl + k- Snfl,k fiir n, k>0

(mittels Zerlegung in zwei Félle fir N\{a} mit a Block aus k-Mengenzerlegung

zu zeigen)

[terative Darstellung:

1 & k
— . E _1\k—J -1
Sn,k k" J:O( 1) (])]

Es handelt sich hierbei um ungeordnete Partitionen.
Die Anzahl der geordneten k-Mengenpartitionen wird durch k! - S, ; ab-
gezahlt.

Es gilt:

2.2.4 Bemerkung: surjektive Abbildungen

Die Anzahl der surjektiven Abbildungen von N in {1,...,k} (k < n) ist k! -
Sni (geordnet).

2.2.5 Bemerkung: geordnete k-Mengenpartitionen
nE=nn—1)n-2)-...-(n—k+1)

Anzahl der k-Permutationen von N.
Man erhélt diese andererseits, wenn man zuerst eine k-Untermenge aus N
auswahlt und deren Elemente dann beliebig anordnet.

Also:
i n
= - k!
= ()

@(n) :n_ﬁ_n(n—l)(n—2)-...-(n—k+1)

k Kl k!
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2.2.6 Zahlpartitionen

P, 1 : Anzahl der Zahlpartitionen von einer Zahl in k Summanden.
n=ni+ns+...4+n,(ng >ng>...>ng)

Es handelt sich auch hier um ungeordnete Partitionen.
Die Anzahl der geordneten Zahlpartitionen von n in k Summanden ist:

-1
Pmk:]{(nl,...,nk):niEN,1§i§/{:,n1+...+nk:n}|: <Z_ )

1
_ ‘ ({1, : .k.,_nl— 1}) ‘

2.2.7 Derangement Zahlen
D, =|H{me S, :m(i)#£ifirl<i<n}

11 (—1)"
—nl. _ _
D,=n!-(1 1!+2! —_ o )
D, 1
nl e

2.2.8 n-te harmonische Zahl

Definiert als:
i 1
L~
=1
2.2.9 fallende Faktorielle

aﬁza.(a—1)-....(a—k+1):1"[(a—i)
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2.2.10 steigende Faktorielle
B k—1
nk:n-(n+1)~...-(n—|—k—1):H(a—i—i)
i=0
2.2.11 Anzahl Abbildungen
Seien N und R Mengen mit |[N| =n und |R| =17.

’ H beliebige Verteilung \ injektiv (n <r) \ surjektiv \ bijektiv ‘

N, R " = | R[N rn rl- S, | rl=nl
LTSN N (AT N
N, R (n.u.) Y rei Snk 1 S 1

N (n.u.), R (n.u.) Y vt Po 1 P, 1

n.u. = nicht unterscheidbare Elemente in der jeweiligen Menge

2.3 Permutationen
2.3.1 Definition

Eine Permutation von N = {1,...,n} ist eine Bijektion auf Sy.

2.3.2 Darstellung

Sei 7 eine Permutationsvorschrift.
1. Matrix:
_ 1 2 ... 0n
T\ r1) 72 ... 7w(n)
Es geniigt also m durch ein eben solches Wort zu beschreiben.

2. Zykelschreibweise:
2B 7w =(1,5,2,3)(4,8,6)(7) = (1,5,2,3)(4,8, 6)
(7) heifit Fixpunkt und kann weggelassen werden.

3. Inversionstafel:

Es sei aq,...,a, eine Permutation der Zahlen 1,.... n.

Definition: Ist ¢ < j und a; > a;, so heifit das Paar (a;,a;) eine Inver-
sion von aq, ..., Qy,.
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Bsp.: 2,4, 1,3 = Inversionen: (2,1), (4,1), (4,3)

bi, ..., by, ist eine Inversionstafel von ay, . .., a, genau dann, wenn Vj b; =
Anzahl der Elemente links von j, die grofer als a; sind.

Beispiel:

591826473 =a;...a
236402210 =by...bg

2.3.3 Satz: Eindeutigkeit von elementfremden Zykeln

Jede Permutation 7 € S, ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren ein eindeu-
tig bestimmtes Produkt von elementfremden Zykeln.

Beispiel:
2.3.4 Bemerkung: Zykel
Jedes m € S, ist ein Produkt von 2-Zykeln (nicht notwendig elementfremd).
Beispiel:
(172) ’ (2a3) ’ (3:4)7

wobei die Multiplikation von rechts nach links ablauft.

2.3.5 Satz: Eindeutigkeit der Inversionstafel

Die Permutation aq,...,a, ist durch die Inversionstafel eindeutig bestimmt.

2.3.6 Definition: Typ einer Permutation

b;(m) bezeichne die Anzahl der Zykeln der Lénge ¢ (i = 1,...,n) und b(m)
die Gesamtzahl der Zykeln, d.h. b(m) =37, bi(m).
Der (Zykel-)Typ der Permutation 7 ist der Ausdruck:

) = 1) g i)
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2.3.7 Definition: Involution

Eine Permutation 7, fiir die gilt 7-7 = id (id ist die identische Permutation)
heifit Involution.

Bemerkung: 7 ist eine Involution < die Anzahl b;(7) der Zykeln der Lénge
1 gleich 0 ist fiir alle ¢ > 2.

Rekursionsformel: Sei I(n) die Gesamtzahl der Involutionen auf n.

I(n)=I(n—1)+n—-1)-I(n—2), 1(0)=I(1) =1

2.4 Prinzip von Inklusion und Exklusion
2.4.1 Satz: iiber Inklusion und Exklusion

Es sei Ay,..., A, eine endliche Menge. Dann gilt:

n

AU UA =) A= YD JANnAl + ) JANAN Al - ...

i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

+ (=D NAN...NA,|

2.4.2 Bemerkung: Binomischer Lehrsatz
n - n n—
(x4+y)" = Z(k)gcky k

" /n
r=y=1: 2" = ()
k=0 k

2.5 Inversionen

2.5.1 Definition: Basisfolge

Eine Basisfolge (po(z), p1(x),...,pn(x),...) ist eine Folge von Polynomen p;
mit Grad(p;) =i Vi.

2.5.2 Definition: Zusammenhangskoeffizienten

Sind (po(z), p1(z),...) und (qo(x), ¢1(z), . ..) Basisfolgen, so existieren (a, k) und (b, x)
mit:
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qn(x) = Z an i, - Pr(x) bzw. p,(z) = Z bu i - q(2)

(sogenannte Inversionsformeln)

Man nennt (a, ) und (b, x) die Zusammenhangskoeffizienten der Basisfolgen.
Sie bilden zwei (unendliche) untere Dreiecksmatrizen, die zueinander invers
sind.

—> Die Stirlingzahlen 1. und 2. Art sind also im Wesentlichen Zusammen-
hangskoeffizienten beziiglich der Basisfolgen (1, z,2%,...,z",...) und (1, z, z-
(x—1),...,2% ...).

2.5.3 Binomial-Inversion

Aus dem Binomischen Lehrsatz ergibt sich mit a = (x — 1) und b = 1:

vy = g <Z> (=1

und

Uy = zn: (Z) S(=1)F

k=0

(symmetrische Form der Binomial-Inversion)

2.6 Aufgaben
2.6.1 Permutationen

Sei N = {ag,ay,...,a,} eine Menge. Dann gibt es n! viele Moglichkeiten die
Elemente dieser Menge zu permutieren/anzuordnen.
Will man spezielle Félle aus der Auswahl der anzuordnenden Elemente aus-

schlieflen, so gilt:
n!
z
wobei x die Anzahl der auszuschlieSenden Fille ist.
Beispiel: Moglichkeiten die Buchstaben des Wortes ABRAKADABRA zu

permutieren
11!

5!-20.21
da A 5-mal und B und R jeweils 2-mal in dem Wort vorkommen.
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2.6.2 Permutationen: drehbare Platte
Wie oben, es ist aber zusétlich noch eine Normierung notwendig.

Beispiel: 2 Langusten, 5 Garnelen, 10 Muscheln auf einer drehbaren Platte

anordnen
1 17!

17 2!-50-10!
2.6.3 Darstellung von Permutationen

Das Produkt von nicht-elementfremden Permutationen kann man in die Zy-
kelschreibweise (elementfremd) wie folgt tiberfithren:
Man nimmt sich das kleinste Element und fingt im rechtesten Zykel an.

e kommt das Element dort vor, dann betrachtet man seinen Nachfolger
und geht einen Zykel nach links

e kommt das Element dort nicht vor, dann geht man einen Zykel nach

links
Ist man im linkesten Zykel angekommen, dann:

e sind alle Elemente einmal am Anfang eines Betrachtungszykluses ge-
wesen und ist der Betrachtungszyklus geschlossen, so ist man fertig

e sonst:

— Betrachtungszyklus hat am Anfang und Ende dasselbe Element,
dann erhélt man einen Fixpunkt

— neuen Betrachtungszyklus mit letztem Element aus vorherigem
Zyklus im rechtesten Zykel beginnen

Beispiel: Sei (1, 3)(2,3,4)(4, 5,6, 1)(1, 2) ein solches nicht-elementfremdes Pro-
dukt, dann gilt:

l—>2—>3—>l|2—>1—>4—>2|
354|4-5|5-6]6—1—3]

Ergebnis in Zykelschreibweise:

(1)(2)(3456)
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2.6.4 Potenzen von Permutationen

Sei m € S,, eine Permutationen. Dann gilt:
o m-ml=ngl.m=id [zB.: = (1)(2)(3).. ]

o Y =¥ . ¥

Ist « dabei ein Vielfaches aller in der Zykeldarstellung vorkommenden Zy-
kellangen, dann kann man 7 wegfallen lassen, da gilt:

™ =1d
72 bedeutet z.B., dass man in den Zykeln jeweils 2 Elemente weitergeht.
Beispiele: 7 = (1,9,4,6)(2,3,10,5,8,7)
o T =712 72 =72 = (1,4)(2,10,8)(9,6)(3,5,7)
o % = 18 . 73 = 1717 = (1,9.4,6)(2,5)(7,10)(8, 3)

Bemerkung: Sind die Zykeln nicht elementfremd, so muss man sie erst in eine
elementfremde Darstellung bringen.

2.6.5 Inklusion-Exklusion

Mengen mit gegebenen Eigenschaften definieren und dann die Inklusions-
Exklusionsformel anwenden.

Beispiel: Anzahl der Zahlen, die teilerfremd zu 100 sind.

Sei G = {1,2,...,100}.
Es gilt: 2/100 und 5|100, da 100 = 22 - 52

Definiere also die folgenden Mengen:
Ay ={z: 2]z, 1 <z <100}

Ay ={x : 5]z, 1 <2 <100}

Bilde auflerdem noch den Durchschnitt dieser beiden Menge:

AiNAy={z:2-5=10|z, 1 <z <100}
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Berechne die Kardinalitdt der Mengen:

100
100
100

Benutze nun die Formel:

Also:
|G\A; U Ay| = 100 — 60 = 40

2.6.6 doppeltes Abzihlen

(7“ ;; S) _ ki; (;) (n i k;) bedeutet:

Es seien R und S zwei disjunkte Menge mit r bzw. s Elementen.
Wahle aus R U .S n Elemente aus, dann existieren:

(T * S) Moglichkeiten
n

Jede dieser ausgewihlten n-Mengen erhélt man durch eine Auswahl von k
Elementen aus R und (n — k) Elementen aus S:

> ()20



3 REKURSIONEN

3 Rekursionen

3.1 niitzliche Potenzreihenentwicklungen
o Y% — ZOO (ez)”

n=0 n!
o log(1+2) =372, 5 (=)
o L =1+4z422+... =37 2"firz<1 (geometrische Reihe)
beschrankt:

n o n+171
Zn:O = z—1
o > i= % (arithmetische Reihe)

e (1+2)*=3%70(%) - 2"fiir |/ <1 (binomischer Lehrsatz)
genauer:

(0 by = S0 (1) ot

3.2 Erzeugende Funktionen

Suche eine Folge ag, aq, . . ..
Fasse sie auf als Koeffizienten einer Potenzreihe F'(z) = > 7 f, - 2"

3.3 geschlossene Form

A sei eine Aussage.
4] = 1, falls A wahr
] 0, falls A falsch

Bemerkung: Man kann auch ¢ - [A] mit ¢ konstant benutzen.
Beispiel: (Fibonacci-Rekursion)

fo = faci+ fooo, fo=01flirn <0, fi =1
= fo = foart faat[n=1]

3.4 reflektiertes Polynom
Sei q(z) ein Polynom.

g2)=14+q 2" +... +qs-2"mit g # 0und ¢, € C
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Dann ist ¢"(z) = 2 - ¢() das reflektierte Polynom und es gilt:

¢*(2) = (¢—q)-...- (2= qq) (Nullstellen)
Sqz) = l—q-2)...-(1—qq-2)
1. Beispiel:
qz) = 22-1
¢"(z) = 1-22=(1-2)(1+2)
=q(z) = (1-1-2)(1—=(-1)-2)
2. Beispiel:

qiz) = 2*—z+1
¢"(z) = 1-z+2"

3.5 Satz: iiber Rekursionen

Es sei ¢, ..., qq eine feste Folge von (komplexen) Zahlen, d > 1, g4 # 0.
q(2) =14+q -2'+.. Fq-2=0—a;-2)" - (1—ay-2)2-.. .- (1 — oy 2)%,
ai, ..., af sind dabei Nullstellen (paarweise verschieden) von:

_ 1
QR(Z):Zd+Q1‘Zd 1+---+Qd=2’d‘Q<;)

mit den Vielfachheiten d;, 1 <i < k.

Fiir f : Ny — C sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

1. (Rekursion) fiir n >0

fn+d)+aq-fin+d—1)+...+qs- f(n) =0

2. (Ansatz)

F(z) = f(n) -2 = 22,

= q(z)

wobei p(z) ein Polynom vom Grad < d — 1 ist.
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3. (Partialbruchzerlegung)

k

n_ 9i(2)
Zf(”)'z —Zm>

n>0 i=1

wobei g;(z) ein Polynom vom Grad < d; — 1 ist mit 1 <i < k.

4. (Explizite Losung)

fn)=> "pi(n)-al,
i=1
wobei p;(n) ein Polynom in n vom Grad < d; — 1 ist mit 1 <7 < k.

3.5.1 Aufgaben

1. Aufstellen der Rekursionsgleichung in geschlossener Form:
z.B.:

n = Qpo1+2-apo+(—1)", ap=0a1=1

=a, = ap1+2-a, 2+ (=1)"-[n>0]4+[n=1]

2. Ansatz mit A(z) = Sqa(n)- 2™
z.B.:

A(z) = Zan,l-z”+2-z an,g-z"+2(—1)”-[n > 0]-2”—1—2[77, =1]-2"

n>0 n>0 n>0 n>0

Alz) = 21 A(z) +222 A(z) + L +z

1+ =2
1 2
A(z)- (1 —z—22%) = %
z
1+ 2z + 22 1+ 2z + 22

A = = T A2+ p

3. Partialbruchzerlegung: (hier nicht weiter betrachtet, da es fiir expliziete
Losung nicht relevant.

Nach Satz existieren die folgenden Nullstellen:

a; =2und ap = —1
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4. Explizite Losung:
Mit obigen Nullstellen existiert die folgende (vorldufige) explizite Losung;:

an =71-2" + (2 +73 - n)(=1)"

Durch Erstellen und Losen des Gleichungssystems mit n = 0, n =
1 und n = 2 aus:

(an )712"+(y2+73n)(—1)" = ap = ay_142-p_o+(—1)"[n > 0]4+2:[n = 1]

folgt:
7 2 d 1
= — = — un = —
Al 9’ 2 9 V3 3
und damit die explizite Losung:
7 2 1
n — . 2’I'L - . _1 n
a 9 + ( 5 + 3 n)(—1)

3.5.2 Bemerkung: Mehrfache Nullstellen

Essei f(n+d)+q-f(n+d—1)+...4¢qs- f(n) =0 mit n > 0.
Folgt aus ¢%(z), dass «; eine:

e doppelte Nullstelle ist, so gilt: af(a - n + b)
e dreifache Nullstelle ist, so gilt: a?(a-n? +b-n + c)

e ctc.

3.6 Exponentiell erzeugende Funktionen

Vorher: (gewohnliche erzeugende Funktionen)
(f)iza = F(2) = fu- 2"
n=0
Jetzt: (exponentiell erzeugende Funktionen)

(oo = F2) =3 for —
n=0 ’

Der Unterschied liegt in der Multiplikation:
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Seien A(2) =), oo an - 2" und B(z) = b, - 2". Dann folgt:

A(z) - B(z) = ch - 2" mit ¢, = Zak bpk

n>0 n>0

Seien jetzt A(z) = Ym0 o 2" und B(z) = > >0 bo . zn. Dann folgt:

A(2)- B(z) = Z % 2" mit ¢, = (Z) cag bk

n>0

Die ¢, heilen auch Binomialfaltung von (ay) und (by).

3.7 Differentiation der erzeugenden Funktionen
o (an) — A(2)

Alz) = Zn A Z(n+ 1) apyy - 2"

n>0 n>0

= (an) - (1 : a172 : CL2,3 +as, .. ) = ((n + 1) ’ anJrl)?iL.O:O

d . anl Zn
— A = Zn.an. :Za"“'_
dz n! n!

n>0 ) n>0

= (CLQ,CLl,CLQ, .. ) — (al,ag,(lg, .. )

3.8 Integration der erzeugenden Funktionen

o (an) = A(2)

/(Zan ) - Zﬂl'Z”*l:Za’;{l-zn

n>0 n>0 n>1

z tn n+1 on
A(Zanﬁ>dt P IL N rewy P DL

n>0 n>1
= (a,) — (0,a9,a1,...,an1,...)

23
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3.9 inhomogene Rekursionen

fn+d)+q-fn+d—=1)+...+qq- f(n) =g(n) mit n >0

Eine allgemeine Losung erhélt man, indem man eine spezielle Losung von
obiger Gleichung nimmt und alle Losungen von

fn+d)+q-fln+d—1)+...4qq- f(n) =0mit n >0

dazu addiert.
Falls g(n) ein Polynom in n ist, so kann eine spezielle Lésung von

fn+d)+aq-fn+d—1)+...+qq- f(n) =g(n) mit n >0

aus einem Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten fiir ein Polynom gleichen
Grades ermittelt werden.

3.10 Rekursionen mit variablen Koeffizienten

Es seien ¢; = ¢;(n) (variabel). Dann existiert keine allgemeine Losung.

Spezialfall:
a(n)- f(n)=b(n)- f(n—1)+c(n) fiirn > 1

Trick: (Summationsfaktor)
Multipliziere beide Seiten mit:

Dies fiihrt zu folgender Losung:

FO) + >y F(i) - (i)

) = 1) Fin+ 1)

3.11 Aufgaben
3.11.1 einfache erzeugende Funktion aus Folge

Gesucht ist eine Funktion der folgenden Form:

A(z):Zan~z”:2%

Dazu benétigt man eine geschlossene Form, z.B.:

ap = p1 + [n = 1]
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Die erzeugende Funktion erhélt man dann mit dem Ansatz:

A(z) = Zan 2"

neL

Beispiel: Es sei 1,2,2,2, ... eine Folge.

geschlossene Form: a,, = a,_1 + [n = 1] + [n = 0]

Ansatz:
AZ) =) an-2"Az) = D ana-2"+ Y [n=1]-2"+> [n=0]-2"
n>0 nez nez nel
AR) = 2 ana- 2 2 2
nez
nez
A(z)-(1—2) = 241
z+1
A et
(Z> 1—=2

3.11.2 zusammengesetzte erzeugende Funktion aus Folge

dghnlich wie oben, jedoch werden hier 2 Funktionen benétigt, um die Folge
zu beschreiben.

Beispiel: Es sei 1,2,1,2%,1,23, ... eine Folge.

geschlossene Form: a,, = b,,+c, mit b, = 0,1,0,1,0,...und ¢, = 0,2,0,22, ...
Jetzt muss man fiir beide Teilfolgen einzeln die erzeugenden Funktionen
Ap(z) + Ac(z) bestimmen.

Nun gilt: A(z) = Ap(2) + Ac(2)

3.11.3 Bemerkung: geschlossene Form

Kommt in der geschlossenen Form [n > 0] oder ein Vielfaches als Summand
vor, so handelt es sich hier beim Ansatz A(z) = ) _,[n > 0] - 2" um die
geometrische Reihe.

Es gilt also:

Z[nEO]-z”:ZznzliZ

nez ne’l
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3.11.4 Verschachtelte Rekursionen

Es seien 2 Rekusionen a, und b, gegeben. Um die erzeugenden Funktionen
zu ermitteln, bringt man beide Rekursionen in geschlossene Form und fiihrt
einen Ansatz je Rekursion durch. Einen der beiden Ansétze fiithrt man dabei
zum Ende, wobei man den anderen Ansatz festhalt.

Den fertigen Ansatz setzt man dann in den noch nicht vollsténdigen ein und
erhélt somit ein endgiiltiges Ergebnis fiir diesen Ansatz. Dieses Ergebnis kann
man dann in den anderen Ansatz wiederum einsetzen.

Beispiel: a,, = ba,,—1 + 12b,,_1 + [n = 0] und b,, = 2a,,_1 + 5b,_1

A(z) =bz-A(2)+ 122 - B(z) + 1 und B(z) =2z - A(z) + 5z - B(2)

2z - A(z)
B(z) = ——=
(2) 1—-52
Dies setzt man nun in A(z) ein und erhélt dort das endgiiltige Ergebnis:
1—-52
Alz) = ————
G =01 =

Setzt man dies nun in B(z) ein, so erhilt man:

B 2z
1= 102 + 22

B(z)
3.11.5 Anwendung des Satzes
Erlauterung anhand der folgenden Rekursion:
fn+3)=6f(n+2)+12f(n+1)=8f(n) =0, f(0) =1, f(1)=1, f(2) =3

Dann ist:
q(z) = =82 +122* — 62" +2°

Also:

¢"(z) = —8+122' — 627+ 2* = (2 — 2)® Nullstellenbestimmung
= q(z) = (1—-22)°

Damit folgt:

Fm) =3 pilm) -
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mit £ = 1 (Anzahl Nullstellen) und Grad(p;(n)) = 2 (Vielfachheit der Null-
stellen - 1)

f(n)=(a+b-n+c-n?)-2" wobei 2 die Nullstelle ist
Setze jetzt die gegebenen Anfangswerte ein und erhalte ein LGS. Durch
auflosen folgt:
7

3
f(n):(1—§'n+g'n2)'2n:2n—7n-2n73—|—3n2-2"*3

3.11.6 erzeugende Funktion aus Rekursion

Gesucht:
(z
z)

z) ablesen.

~—

S

F(z) =

—~

q
q

—~

Aus der Rekursion kann man wie oben
p(z) erhdlt man dann aus:

p(z) = a(z)-) fln)-2"

neN

p(z) = qo-f(0)- 2"+ (qo- fF()+aq - f(0) 2"+ (q0- f(2)+aq - f(1)+q- f(0) 2"+ ...

+ > (@ fn+d) +q - fln+d—1)+... +qq- f(n)

neN
A

/

2 go- f(n+d)+ o +qa-f (n)=0

Also:

p(2) = qo- £(0)-2"+(qo- f(1)+aqr- £(0))- 2" +(qo f(2) +q1- F (1) +ga- F(0))-2*+. ...
Beispiel:

f(n+3)—=6-f(n+2)+12-f(n+1)—8-f(n) = 0 mit f(0) = f(1) =1 und f(2) =3

Damit ist g(2):
q(z) =1— 62+ 122° — 82°

Es folgt fiir p(z):

p(z) = 1-1+(1-1-6-1)-2+(1-3-6-1+12-1)- 27
p(z) = 1—-52+92°
Also:
1 — 52+ 922

F(z) =
&) =122 —ss
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3.11.7 Weiterentwicklung der erzeugenden Funktion

Gesucht ist die Darstellung F(z) = Zle % aus F(z) = 2%, wobei
die o; € C, Zle d; = Grad des Nenners von F(z) und g;(z) Polynome vom
Grad < d; sind.

Beispiel: F(z) = 4 Dann ist:

qz) =22 +1=¢%2) =1+ 2

Daraus ergeben sich die Nullstellen o; = 7 und as = —i Also:

q(z) = (1 —iz)(1 +1iz)
Partialbruchzerlegung, da Grad(g;(z)) =1 = d;:

z+2 A . B

22+1 1—iz 1+iz
Nach der Multiplikation mit dem Hauptnenner und Einsetzen von z; = ¢ und
29 = —1 erhalt man:

A—2_ZundB:2+Z

Daraus folgt: . '
2 1+l

F — 2 2

B =15 T 17

3.11.8 exponentiell erzeugende Funktionen
Wie (gewohnliche) erzeugende Funktionen, jedoch mit folgendem Ansatz:

Ezz%-z”

neN

3.11.9 inhomogene Rekursionen

Es sei die Rekursion ¢, f(n+d)+q;- f(n+d—1)+...+q4-f(n) = g(n) gegeben.

Zuerst muss man die allgemeine homogene Losung zur Rekursion wie gewohnt
bestimmen.

Aus ¢ - fin+d)+q - f(n+d—1)+ ...+ qq- f(n) = 0 folgt mittels q(z)
und ¢f(2) z.B. eine allgemeine Losung der Form:

f(n)=(a+bn) 2"

Die Partielle Losung muss dann mit einem bestimmten Ansatz bestimmt
werden, der sich nach dem Grad von g(n) richtet. Es gilt:
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ist b vom Grad 0, so lautet der Ansatz: f(n) = a

ist b vom Grad 1, so lautet der Ansatz: f(n) =a + bn

ist b vom Grad 2, so lautet der Ansatz: f(n) = a + bn + cn?

e ctc.

Man ersetzt also jeden Rekursionsaufruf in der Rekursionsgleichung durch
den Ansatz und macht anschlieBend einen Koeffizientenvergleich. Durch Losen
des dadurch enstehenden LGS erhélt man die Koeffizienten a, b, . . ..

Dann addiert man die homogene zu der partikuldren Lésung und 16st durch
Einsetzen der Anfangswerte die Variablen der allgemeinen homogenen Losung
auf.

Beispiel: f(n+2) —4f(n+ 1) +4f(n) = 5n

allgemeine homogene Losung:
f(n+2)—4f(n+1)+4f(n) =0

1 — 4z + 427

F(2) =2 —dz+4=(2—-2)

q(z) = (1 - 22)°

f(n)=(a+bn)-2"

partikuldre Losung: g(n) = 5n = Ansatz: f(n) = a+ bn
(a+b-(n+2))+ (—4a—4b- (n+ 1)) + (4a + 4bn) = 5n

& a—2b+bn =dn

q(z)

L4l

~—

Koeffizientenvergleich:

Grad 0: a—2b=0

Grad 1: bn=tn<sb=>5
Damit ergibt sich: a = 10,0 =5
Die allgemeine Losung lautet also:

f(n)=(a+bn)-2"+10+ 5n

Mit f(0) = 0 und f(1) = 2 folgt @ = —10 und b =  und damit als Losung
der Rekursion:

7
f(n) = (=10+ 5 -n) 2" + 10+ 5n

Bemerkung: Ist g(n) = o”, so benutzt man den Ansatz k - .
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3.11.10 variable Koeffizienten

Fiir Rekursionen der Form:

Es ergibt sich folgende Formel:
f(O) + >0 (i) - c(d)

1) = 031 Fn+ 1)

in die man die einzelnen Elemente einzusetzen hat.

Beispicl: 2 f(n) = 2° f(n— 1)+ (3)", 7(0) = —3
Fiir den Ansatz folgt:

[[ i a(i) 222,

J

() = T

30
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4 Graphentheorie

4.1 Definition: Graph

Ein Graph ist ein Paar G = (V, F) disjunkter, endlicher Mengen, wobei
EC(})={{v,w}:v#w; v,weV}

Elemente von V heiflen Punkte, Knoten, Ecken (engl. vertices).
Elemente von E heiflen Kanten (engl. edges).

Zwei Knoten u,v € V heiflen adjazent, wenn sie durch eine Kante verbunden
sind. Die Knoten u und v nennt man dann auch Endknoten der Kante {u, v}.

Ein Knoten u € V und eine Kante e € F heiflen inzident, wenn u einer der
Endknoten von e ist.

4.1.1 Definition: Grad
N(v) sei die Menge der Nachbarn von v € V', d.h.
N() :={ue Vijvu € E}
Die Anzahl der Nachbarn von v heifit der Grad von v
d(v) = dg(v)

Ein Graph G heifit k-regulir, falls fiir alle Knoten v € V' gilt, dass d(v) = k
ist.

4.1.2 Definition: zusammenhingend

G heiBt zusammenhdingend (zshg.), falls zu je zwei Punkten u,v € V in G

ein (uv)-Weg existiert.

Ist G nicht zusammenhéngend, so zerfillt G in maximale zusammenhé&ngende
Teilgraphen, die sogenannten Komponenten von G.

4.1.3 Defintion: Teilgraph
H = (U, F) heifit Teilgraph von G = (V, E), falls U CV und F C E.

H heiflt induzierter Untergraph von G, falls F = E N ((2]) D.h., dass beide
Endpunkte einer Kante in H liegen.
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4.1.4 Satz

In jedem Graphen ist die Anzahl der Punkte ungeraden Grades gerade.

Bemerkungen:

e In jedem Graphen gibt es 2 Punkte, die den gleichen Grad haben.
e Iiir jeden Graphen G = (V, E) gilt: ., d(v) =2-|E|.

4.1.5 Definition: Weg

Vg, €1, U1, €2,V2, . .., Uk_1, €k, Uk, WObel ¢, = v,_1v; € E, v1...,v, € V alle
v1, ...,V verschieden.

Hamiltonscher Weg: Alle Punkte von G werden durchlaufen.

4.1.6 Definition: Kreis

V0, €1, V1, . ., Uk_1, €k, Uk, WObel e; = v;_1v; € K, v, = vy, vy, ..., v alle ver-
schieden.

Hamiltonkreis: Wie Hamiltonweg, aber vy = vy

4.1.7 Definition: Kantenzug

Vg, €1, V1, - . ., Uk_1, €k, Uk. Die v; sind nicht notwendigerweise verschieden, die
e; aber schon. Punkte diirfen mehrmals besucht werden, Kanten aber nur
einmal. Der Kantenzug ist geschlossen, wenn gilt: vy = vy.

4.1.8 Definition: Kantenfolge

Vg, €1, V1, . . ., Uk_1, €k, Uk, Wie bei einem Kantenzug, jedoch diirfen Punkte und
Kanten mehrfach vorkommen.

4.1.9 Satz: Euler-Graph

Ein Kantenzug heifit Fulersch, falls jede Kante genau einmal durchlaufen
wird. Ein geschlossener Fulerscher Kantenzug heifit Euler-Tour. G heifit Eu-
lersch, falls G eine Euler-Tour besitzt.

Ein zusammenhéngender Graph ist Eulersch g.d.w. alle seine Grade gerade
sind.
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4.2 Definition: Baum

Ein zusammenhéngender Graph ohne Kreise heifit ein Baum.

4.2.1 Satz: Anzahl der Punkte im Baum

Ein Baum mit n Punkten hat immer n — 1 Kanten.

4.2.2 Eigenschaften: Baum
Es sei G = (V, E) ein Graph. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. G ist ein Baum.

2. zu je 2 Punkten u,v € V gibt es genau einen Weg von u nach v.

3. G ist minimal zusammenhéngend, d.h. G ist zshg. und G—e := (V\{e})
ist nicht zshg. fiir alle e € F.

4. G ist maximal kreisfrei, d.h. G ist kreisfrei, aber G + ¢ := (V, EU {e})
enthélt einen Kreis fiir jedes e € (‘2/) \E.
4.2.3 Satz: von Cayley

Ist |[V| = n, so gibt es auf V genau n"~? Biume.

4.2.4 Minimaler Spannbaum

Gegeben ist ein zshg. Graph G = (V| F)) und eine Kantenbewertung ¢ : £ —
R.

Gesucht wird ein aufspannender Baum T C G (T = (V,F), F C FE) von G,

so dass
Z cle) < Z c(e)

ecF ecF'!

fir alle 7" = (V, F"), F' C E.

4.2.5 Kruskal-Algorithmus

1. Sortiere E = {ey,...,en} so, dass c(e1) < c(e2) < ...c(em).

2. Setzen Fy := (). Dann priifen wir sukzessive fiir ¢ = 1,...,m, ob der
Graph (V, F;_; U{e;}) einen Kreis enthélt oder nicht.
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e Wenn ja: F; = F;_4
e Wenn nein: F; = F;_; U{e;}

Dann ist 7' = (V, F,,,) ein minimaler Spannbaum.

4.3 Definition: planare Graphen

Kann der Graph G so in die Ebene gezeichnet werden, dass die Linien, die
die Kanten des Graphen darstellen, nur Ecken des Graphen als gemeinsame
Punkte haben, so heifit G planar (plittbar). Eine solche Zeichnung nennen
wir einen ebenen Graphen oder auch eine Landkarte.

Schneidet man die Ebene entlang der Kanten eines ebenen Graphen auf, so
zerfallt sie in endlich viele Stiicke (Ldnder von G), von denen genau eines
unbeschrankt ist.

4.3.1 Satz: Eulerscher Polyeder

Ein ebener, zshg. Graph mit n Punkten, m Kanten und f Léndern erfiillt
die Beziehung
n—m+f=2

Folgerungen:

1. Ein planarer Graph mit n Punkten hat héchstens 3n — 6 Kanten.

2. Ein planarer Graph mit n Punkten ohne Kreise der Lénge 3 besitzt
hochstens 2n — 4 Kanten.

3. Graphen, die durch Unterteilung von nicht planaren Graphen entste-
hen, sind nicht planar.
= jeder Graph, der eine Unterteilung von K5 oder Kj3 enthélt, ist
nicht planar.

Es gilt auch die Umkehrung.

4.3.2 Satz: von Kuratowski

Ein Graph ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilung von K5 oder
Kgyg enthélt.
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4.3.3 Vierfarben-Problem

Koénnen die Lander einer Landkarte mit 4 Farben so gefarbt werden, dass je
zwei Lander mit einer gemeinsamen Grenzlinie verschieden geférbt sind?

Trick: Setzen in jedes Land eine Hauptstadt und verbinden zwei Hauptstadte
g.d.w. die Lénder eine gemeinsame Grenzlinie haben.

= Seit 1976 ist bekannt, dass jede Landkarte tatsdchlich mit 4 Farben gefarbt
werden kann.
4.3.4 Definition: chromatische Zahl

Eine Firbung eines Graphen G = (V| E) ist eine Abbildung f : V — C
(Farbmenge), so dass uv € E impliziert f(u) # f(v).

Die chromatische Zahl x(G) ist die kleinste Anzahl von Farben, die man zum
Féarben von G benotigt.

Beispiele:
e \(K,) =n (vollstandiger Graph)
o \(Kpn) =2

.y | 3 , falls Kreis ungerade
* x(Kreis) = { 2, falls Kreis gerade

4.4 gerichteter Graph

Ein gerichteter Graph G besteht aus den beiden disjunkten Mengen V' und
BCV xV ={(u,v)|u,v € V}. V heiflen die Knoten und B die Bogen von
G.

4.4.1 Definition: Netzwerk

Ein Netzwerk N ist ein Quadrupel (G, ¢, q, s), wobei
e G = (U, B) ein gerichteter Graph ist.
e ¢c: B— R, U{+00}, Ry ={z € Rlz > 0} (Kapazitédtsfunktion)

e q,s €V, q# s, qheiBt Quelle, s heifit Senke
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4.4.2 Definition: Fluss in einem Netzwerk

36

Ein Fluss in einem Netzwerk N ist eine Funktion f : B — R, so dass gilt

1. Ist e € B, so ist f(e) < c(e)

2. Fur alle z € V\{q, s} :

> flwx)= Z fla.y)

w:(w,x)EB (z,y)EB

4.4.3 Definition: Wert eines Flusses
Der Wert val(f) eines Flusses f ist definiert durch:

val( f Z f(g, ) Z [y, q)

:(¢,z)eB y:(y,q)€B

4.4.4 Definition: Schnitt

Ein Schnitt in N ist eine Teilmenge W C V mit ¢ € W, s ¢ W. Die Kapazitét

von W cap(W) ist definiert durch:

cap(W) = > cla.y)

(z,y)eB
zeW,y¢W

4.4.5 Lemma

Es sei N ein Netzwerk, f ein Fluss in N, W ein Schnitt. Dann gilt:

1.
val( f E f(z,y) E f(u,v)
(z,y)€B (u,v)EB
zeW,y¢W ugW,veWw
2.

val(f) < cap(W)

4.4.6 Definition: vergréflernder Weg

Essei N ein Netzwerk und f ein Fluss in N. Eine Folge xq, €1, z1, €s, . ..

heiBt vergréfernder (xy — x,)-Weg (fur f) falls:

1. xg,...,x, sind paarweise verschiedene Punkte aus V'

y Ip—1, €y Ty
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2. ey,...,e, sind Bogen aus B mit e; = (w;
e; = (z;,xj_1) (Rickwértskante), 1 < j <.

3. fiir jede Vorwértskante e; ist f(e;) < c(e;).

4. fiir jede Riickwértskante e; ist f(e;) > 0.

4.4.7 Satz: Schnitt-Fluss-Theorem

1. Ein Fluss f ist maximal g.d.w. kein vergroBernder (g, s)-Weg existiert.

2. Es gibt stets einen Fluss f und einen Schnitt W mit val(f) = cap(W),
es sei denn cap(W) = oo fiir alle Schnitte W

1 = ]
fax val(f) = min - cap(IV)

4.4.8 Algorithmus von Ford und Fulkerson
1. Es sei fy ein Flussin N, z.B. fy = 0.

2.1=0

3. Wir suchen fiir f einen vergréBernden (g, s)-Weg. Falls kein solcher exi-
stiert, so ist f; maximal und wird ausgegeben. Andernfalls vergréfiern
wir f; wie im Beweis des Schnitt-Fluss-Theorems zu einem neuen Fluss
fi+1 (siehe Vorlesung).

4. 1 =14 1, weiter mit 3.

Bemerkungen:

Falls ¢(x,y) ganzzahlig ist fiir alle (x,y) € B, so wird der Wert des Flus-
ses jedesmal um mind. 1 erhoht. Das Verfahren endet also nach hochstens
> ecp cle) Schritten.

Falls c(e) € Q fiir alle (x,y) € B, so bricht das Verfahren ebenfalls
nach endlich vielen Schritten ab (Multiplikation aller Kapazitdten mit dem
Hauptnenner der auftretenden Briiche und 16se das ganzzahlige Problem).
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4.4.9 Satz: von Edmonts und Karp

Falls immer ein vergr. (g, s)-Weg mit minimaler Kantenzahl gewahlt wird,

so stoppt der Algorithmus nach hochstens 5" Vergroferungen, n = [V,

m = | B, selbst dann, wenn irrationale Kapazitéiten auftreten.
Bemerkung:

Wir nennen eine Kante e € B kritisch in der (k + 1)-ten VergroBerung, falls

e ¢ dort als Vorwértskante benutzt wird und fi1;(e) = c(e) gilt.

oder:
e ¢ dort als Riickwértskante benutzt wird und f1(e) = 0 gilt.

Jede Kante aus G kann hochstens §-mal kritisch sein, n = |V/|.

4.4.10 Bemerkung zum Auffinden eines kiirzesten Weges

Angenommen, f ist unser Fluss und G = (V, B) der gerichtete Graph. Defi-
nieren G’ = (V, B’) (gleiche Punktmenge) wie folgt:
Fiir jede Kante e = (v, w) € B priifen wir, ob f(e) < c¢(e) und ob f(e) > 0 ist.

Falls f(e) < c(e): Fiigen e = (v,w) zu B’ hinzu.
Falls f(e) > 0: Fiigen (w, v) zu B’ hinzu.

Dann brauchen wir einen gerichteten (g, s)-Weg in G’ mit minimaler Kan-
tenzahl. Einfachste Losung ist eine Breitensuche in G'.

4.5 Definion: Matching
Ein Matching M ist eine Teilmenge M C FE, so dass gilt:

e,feM,et f=enf=10

Ein Matching ist eine Menge von Kanten mit paarweise disjunkten Endpunk-
ten.

4.5.1 Algorithmus zur Konstruktion eines max. Matchings

Gegeben sei ein bipartiter Graph G = (V1UVa, E).
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1. Orientiere alle Kanten von V; nach V5.

2. Fiige ¢ und s als neue Punkte hinzu, ebenso alle Kanten (g, x) mit
x € Vy und (y, s) mit y € Va.
Kapazitaten:

c(g,z) = 1=c(y,s) firallex € Vj,y € V5
clx,y) = oo, fallsx e Vi,y ey

Der Algorithmus von Ford und Fulkerson konstruiert einen maximalen, ganz-
zahligen Fluss.

max. Matching:

Ein ganzzahliger, maximaler Fluss existiert und induziert ein maximales Mat-
ching, denn:

Jede Kante (u,v) mit u € V) und v € Vo und f(u,v) > 0 erfillt f(u,v) = 1.

M = {{u,v}|lu € Vi,v € Vs, f(u,v) =1}

Weiterhin gilt:
|M] = val(f)

Anwedung des Max-Flow-Min-Cut-Theorems:

Fex vallf) = min cap(W)
= max |M| = min cap(W)
M Matching W Schnitt

4.5.2 Definition: Knoteniiberdeckung
X =MWM\W)uWn)
X hat folgende Eigenschaft:
Jedes w € E hat mind. einen Endpunkt in X (Knoteniiberdeckung).
Also ist X eine (minimale) Knoteniiberdeckung mit |X| = |M| (M ist max.

Matching).
Daraus folgt der néchste Satz:
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4.5.3 Satz: von Konig

Es gilt in bipartiten Graphen:

max |M| = min |.X|
M Matching X Knotentberdeckung

4.5.4 Satz: von Hall

Sei G = (V1UV,, E) ein bipartiter Graph mit |Vi| = |V5|. Ein Matching M
heifit perfekt, falls jeder Knoten von G Endpunkt einer Kante von M ist.
4.5.5 Satz: von Dilworth

Eine Menge H zusammen mit einer zweistelligen Relation < auf H heifit
halbgeordnet, falls

1. < ist irreflexiv, d.h.
r € H=nicht r <z

2. < ist transitiv, d.h.
r<yundy<z=zx<zfiralexzyze H

Eine Menge K heifit Kette, falls fiir alle x,y € K x # y gilt:

r<yodery<uw

Eine Teilmenge A C H heifit Antikette, falls fiir alle z,y € A, z # y gilt:
—(x < y) und ~(y < z)

d.h. je zwei Elemente von A sind unvergleichbar.

Es sei (H, <) eine endliche halbgeordnete Menge. Dann gilt:

max |A| = min | K|
A Antikette K Kettenzerlegung

4.6 Abbildungen in Graphen

4.6.1 Definition: Isomorphismus

Ein Isomorphismus zwischen zwei Graphen G = (V, E) und G' = (V', E') ist
eine bijektive Abbildung f : V — V’, so dass gilt:

f(u)f(v) € E' & uv € E.
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4.6.2 Definition: Automorphismus

Ein Automorphismus eines Graphen G ist ein Isomorphismus von G nach G.

4.6.3 Definition: eckentransitiv

Ein Graph G = (V, E) heifit eckentransitiv, falls es fiir jedes Paar Ecken
u,v € V einen Automorphismus f gibt, mit f(u) = v.

4.6.4 Definition: kantentransitiv

Ein Graph G = (V, E) heiit kantentransitiv, falls es fiir jedes Paar Kanten
w,u'v” € E einen Automorphismus f gibt, mit f(u)f(v) = «/v" (insbeson-
dere: f(u) = oder f(u)="1").
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5 algebraische Strukturen

5.1 Definition: n-stellige Operation
Ist M eine Menge, so heifit eine Abbildung

f: — M

M"
~
MxMx..xM={(mi,ma,...mp)m;eM, 1<i<k}

eine n-stellige Operation (auf M).

Bemerkung: M° := {(}. Nullstellige Operationen entsprechen Elementen von
M (Konstanten).

5.2 Definition: universelle Algebra

Sei M eine Menge.
Eine universelle Algebra vom Typ (n;);er ist ein Paar (M, (f;)icr), wobei f;
eine n;-stellige Operation auf M ist.

5.3 Algebren
5.3.1 Halbgruppen

Eine Halbgruppe ist ein Paar (M, o), wobei o eine zweistellige Operation ist

(Typ: (2)).
Es gilt das Assoziativgesetz: a o (boc¢) = (aob)oc fir a,b,c € M.

5.3.2 Monoide
Ein Monoid ist ein 3-Tupel (M, o0,e) (Typ: (2,0)). Es gilt:
e (M, o) ist eine Halbgruppe

e ¢ ist ein neutrales Element, d.h.: moe =eom =m fir alle m € M

5.3.3 Gruppen
Eine Gruppe ist ein 4-Tupel (G,o,¢e,”!) (Typ: (2,0,1)). Es gilt:
e (G,o,e) ist ein Monoid

o firallege Ggilt: gogt=glog=ce
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Falls o kommutativ ist, so heiflt die Gruppe abelsch.

Ist die Gruppe endlich, so bedeutet dies, dass sich die Elemente der Gruppe
ab einer bestimmten Stelle wiederholen.

5.3.4 Ring (mit 1)

Ein Ring (mit 1) ist ein 6-Tupel (R,+,—,0,-,1) (Typ: (2,2,0,2,0)). Es gilt:
e (R,+,—,0) ist eine abelsche Gruppe
e (R,-, 1) ist ein Monoid
e fiir a,b,c € R gilt:

—(a+b)-c=a-c+b-c
—a-(b+c)=a-b+a-c

Ist - kommutativ, dann heift der Ring kommutativ.

5.3.5 Korper

Ein Korper ist ein 7-Tupel (K, +,—,0,-,7*,1) (Typ: (2, 2, 0, 2, 1, 0)). Es
gilt:

o (K,+,—,0,-,1) ist ein kommutativer Ring

o (K\{0},-,71,1) ist eine Gruppe

5.4 Definition: Unteralgebra

Gegeben sei eine Algebra A (A, (fi)icr)-
U C A heif3t Unteralgebra von A, falls gilt:
Fiiri € I und uy,...,u,, € U gilt:

fi(ul, Ce ,uni) c U
Bezeichnung: U < A

5.4.1 Bermerkung
Ist U; < A, j € J,soist auch ﬂjeJUj < A.
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5.5 Definition: Aquivalenzrelation

M sei eine Menge, ~C M x M sei eine zweistellige Relation auf M.
~ heifit Aquivalenzrelation auf M, falls fiir alle x,y, z € M gilt:

o 1 ~ x (reflexiv)
e r ~y— Yy~ x (symmetrisch)

e r~yund y ~ z — x ~ z (transitiv)

Bezeichnung: [z]. := {y € M : x ~ y} heift die Aquivalenzklasse von x.

5.6 Definition: Kongruenzrelation

Eine Aquivalenzrelation heifit Kongruenzrelation, falls gilt:
Fiir ay,...,a,, € A;i €1, a1 ~aj,... an, ~ a, folgt:

7

fi(ala cee 7ani) ~ fi(alh cee ,a:”).

~ ist mit allen f; vertréglich.

44

Das bedeutet, dass zwei Algebren A und A’ gegeben sind. Die Elemente
beider Algebren sind zueinander stehen in Relation zu einander. Ebenso be-
sitzen beide Algebren eine Schar von Abbildungen f;,;7 € I. Wenn fiir jede
dieser Abbildungen gilt, dass die Bilder zweier dquivalenter Elemente aus A

und A’ auch wieder dquivalent sind, dann heifit die Aquivalenzrelation eine

Kongruenzrelation.

5.7 Definition: Ideal
Sei (R, +,-) ein Ring (mit 1).

Ein Ideal T in R (geschrieben: I<R) ist eine Untergruppe I < (R,+), falls

gilt:
e 0ecl
e —agcfiralleael
er-s=s-relfiraller,sel

e a+belfirallea,bel
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5.8 Definition: Hauptideal

Es sei R ein kommutativer Ring, dann heit R-d = {r-d : r € R} das von
d in R erzeugte Hauptideal.

Ein kommutativer Ring heifit Hauptidealring, falls jedes Ideal ein Hauptideal
ist.

5.9 Defintion: Integrititsbereich

Es sei R ein kommutativer Ring mit 1. R heifit Integritatsbereich, falls fiir
a,b€ Raus a-b=0stets a =0 oder b =0 folgt.

5.10 Definition: Euklidischer Ring

Ein Integritdatsbereich R zusammen mit einer Funktion:
d:R\{0} - Ng={0,1,2,...}

heifit Fuklidischer Ring < gilt:
Falls a,b € R und b # 0, so existieren ¢,r € R mit:

a=q-b+rund r =0 oder §(r) < (b).

5.11 Definition: Einheit

R sei ein kommutativer Ring (mit 1).

u € R heifit Finheit, falls u ein Inverses u™! besitzt (u-u™'=u"! u=1).
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