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0.1 Vorwort

0.1.1 Entstehung des Dokumentes

Dies ist eine Mitschrift der Vorlesung “Diskrete Strukturen“ von Prof. Dr. Eberhard Triesch aus
dem Sommersemester 2005. Sie dient in erster Linie mir zur personlichen Lernhilfe. Das Publizieren
geschied auf freiwilliger Basis.

Dies ist mein erstes IATEX Projekt. Fehler im Inhalt konnen nicht ausgeschlossen werden, daher gebe
ich keine Garantie auf Korrektheit.

Falls Fehler erkannt werden oder Anmerkungen zum Layout bestehen, bitte ich um eine konstruktive
eMail an : [Marvin.Goblet@rwth-aachen.dd

Auf Anfrage bin ich auch bereit den source file auszugeben.

0.1.2 Wichtige Informationen

e Fiir Schiaden 0.3. die durch dieses Dokument hervorgerufen werden, ibernimmt der Autor keine

Haftung.
e Fiir die Korrektheit des Inhaltes ibernimmt der Autor keine Haftung.

e Bei Entdeckung von Fehlern bitte Benachrichtigung an meine eMail-Adresse :

[Marvin. Goblet@rwth-aachen.de

e Dieses Dokument darf fiir private Zwecke frei kopiert werden, nicht aber fiir kommerzielle

Zwecke.

Einen groBen Dank an alle Korrekturleser


mailto:Marvin.Goblet@rwth-aachen.de
mailto:Marvin.Goblet@rwth-aachen.de

0.2 Konventionen

13.04.05
(1) =={x C A |X| =k}

24 =P(A) = {X|X C A}
24| = 24l

Relation und Funktion

A, B Menge A x B :={(a,b)|la € A,b € B}
Relation: RC A x B

Funktion: f: A — B

f heist injektiv , falls gilt:

a,d' € A,a#d = f(a) # f(d)
surjektiv: fir alle b € B ex ein a € A mit b= f(a)
bijektiv: injektiv und surjektiv
Beweistechniken
e indirekte Beweise

e Beweise durch vollstandige Induktion



Kapitel 1
Abzahlprobleme

Typisches Problem:
Geg. sei eine (eventuell unendliche) Familie von Mengen (S;|i € I) jedes S; sei endlich. Bestimme

die Funktion.

[T — Ny
f(@) = 1fil

Was heiBt “bestimmen® ?
Am liebsten “geschlossene Formen*
zB. |Al=n=[24=2"
1 1

1
Manchmal : Summation 1+ =+ =+ ...+ —
2 3 n

H,, n - te harmonische Zahl

n
1
2 = In n
=1 nat. Logarithmus
asymptotisch gleich d.h.
n
Lor i 1(n— o)

Inn .
=1

Sehr wichtig : Rekursion

1.1 Elementare Zahlprinzipien

Gleichheitsregel : |S| = |T| g.d.w. eine Bijektion zwischen S und T ex.

Summenregel : S = |J! disjunkte Vereinigung d.h.
i=1
SinNS; =0 1<i<j<t
t
= |S] = ;!Sz’\
Produktregel : S =51 x Sy x ... x S ={(x1,22,...,2¢) |z; € S;,1 < i<t}
t

= || = 118



Beispiel:
() =1 =HxXCS|X| =k}

S| =n

(z) heiBt Binomialkoeffizient

Es sei z € S (fest gewahlt)
M:={Xe(}) |reXx}
N:={Xe(}) |v¢X}

(7) = MUN

(k) = IM] + [N

fiM — (5M#)  Bijektion
flz) = X\{z}

d.h. [M|=(""})

N= () IV =)
() = G2 + (%)

Beispiel: RY := {f : N — R | f Funktion}
[Nl =mn, [R[=r

N ={x1,...z,}

f € RN Ordnen wir der n - Tupel (f(z1), f(22),...

Bijektion zwischen RN und R x R x ... x R

n—mal
|RN|:T'T“ -T:r”:|R\|N|

Folgerung : [2VV] = 2Vl
2] = {0, 1}*]
XCN —1x

1, e X
1x :=
0, sonst

15.04.05

ftA—B , g:B—>C
gof:A—=C , (gof)(a)=g(f(a))

[ (@n)) zu.



»g nach f"

Ist f bijektiv, soex.eing: B— A mitgo f=1ids und fog=1idp

ida(a) =a firalleac A

Schreibweise : g = f~!

Beachte: f~! wird auch fiir die folgende Abbildung von 25 nach 24 verwendet.
(f:A—B)

FUX) = {ae A f(a) € X} (X C B)

f
f(x)

Eine bijektive Abbildung von A in sich heit Permutation.
Sa:={f:A— A| f Permutation}

Bemerkung:
(i) Sa heiBt symmetrische Gruppe auf A

(ii) Permutationen werden oft durch eine Reihenfolge der Elemente von A dargestellt
d.h. A= {al,... ,an}
f wird beschrieben durch f(ay),..., f(ay)

ay as ... ap
< flar)  f(a2) flan) )
(iii) Fir A= {1,...,n} schreiben wir einfach
Sp - (statt Sq1,..ny)

Produktregel : S =51 X Sy x...x S,
t
=[5 = 1:[1 |1Sil = [Sil - |S2] - ... - [SH]

Bemerkung: Wie viele Permutationen enthilt S, 7

n Wahlmoglichkeiten fiir f(1)
Wenn f(1) gewahlt ist:
n — 1 weitere Wahlmoglichkeiten fiir f(2)

n — k + 1 WahImdoglichkeiten fiir f(k)



n-1

n-(n—1)-...-2-1=nl

Es gibt also n! Permutationen in .S,

Beispiel: |K| = k, IN| =n kE<n
Frage : Wie viele injektive Abbildungen von K nach N gibt es ?
O.B.d.A. K=A{1,...,k}

( ! 20k )f(l) f(k) jeweils Element von N

J) S@) gy )T |

Wie oben : Anzahl der Abbildungen

n-n—1- ... - n—(k—=1)=n-(n—1)- ... -(n—k+1)=nk
nFi=n-(n+1)-n+2)- ... -(n+k—1)

1.2 Regel vom zweifachen Abzahlen

Es sei M = (m4j)i1<i<n , 1<j<k €ine Matrix. Dann ist die Summe aller Matrixelemente die Summe

der Spaltensummen.

k

n k n
> Oomy) = O my)
= =1 =1 =1
N~— N———
i-te Zeilensumme j-te Spaltensumme

Beispiel: Es sei t : IN — IN,
t(j) ist Anzahl der Teiler von j.
t(1)=1, t(p) =2 fiir alle Primzahlen p
ap ay ... o

t2")=n+1, j= p1 p2 ... pr



P1, - - -, Pr verschiedene Primzahlen.
t(j):(ozl—i-l)-(nag—i—l)- coe o (ar+ 1)
Es sei t(n) := 1 3 t())

j=1

M = (mij)i<ij<n

1, fallsi| g;
m;j = il (7 ,teilt"j)
0, sonst
=)= > 1= Z Mij,
i=ilj
t(j)  jte Spaltensumme von M
> t) = Z(Z mij) = Z(Z mi) = 2 (Il i 153D = 2%
Jj=1 Jj=11 =1 i=1 i=1
7 1 < n 1 d n - 1
=tn) =5 X3 <3 X F=2=Ha
i=1 i=1 i=1
n
t(n) >4 (5 —1)=Hy—1
i=1
H,—-1<t(n)<H,
t(n) ~In n
X
In z = f% dt
1
[T
ist In x
|
1+3+3+.. = >
) 3 = Iip—1 nn

111//Z%+%+ Jrf*[l/,fl

H,—1<Inn< H,_4

Beispiel: Wir betrachten n x n- Matrizen
M = (mij)i<ij<n

mit folgenden Eigenschaften:
(I) m;; € N

(ii) Falls m;; = n, so ex. genau ein Paar (k,l) # (i,j) mit m;; = my =m



Wegen (ii) muss n? und also auch n gerade sein.

Sei n gerade
Frage: Ex. immer eine , Transversale ohne doppelte Elemente “ (zuldssige Transversale) d.h. eine
Permutation 7 € S,, mit :

{mizpl 1<i<n}l=n 7

m(1)

1 / ™m1,x(1)
1
0]

3

n 0]
1 2 ]

zb.n=2 Nein!
2 1
n>4 Jal

Beweis: M sei gegeben.
Ein Paar {(i,7), (k,1)} mit i # k,j # [ und m;; = my, heiBt singuldres Paar
7 zuldssig g.d.w. 7 kein singuldres Paar enthilt.
T := Menge aller singularen Paare
0<|T] <
N = (nnt)res,, ter
o { 1, falls m das sing. Paar t enthillt
Nyt =

0, sonst
Z (Z n“at) = ; (Z nﬂ,t) = |T’ : (n — 2)'
™ t T
n! Summanden (n—2)!

Es ex. mind. ein ,,Summand"my mit

Dt < L T1- (0 = 2)] = Lty )
Aber |T'| < %2
n>4
7| n2 _ _n !
= s S s — oen) < L

= > Ny =0, also mp zuldssig
t

20.04.05

1.3 Schubfachprinzip

Verteilt man n Elemente aus r Facher, so ex. im Falle n > r stets ein Fach, das mehr als ein Element

enthalt.

10



Verallgemeinerung:

Es gibt stets ein Fach, das mindestens [%] Elemente enthilt.

Beispiel:
Unter n? + 1 verschiedenen reellen Zahlen gibt es n + 1, die eine monotone Folge bilden (steigend
oder fallend).

Beweis:
a1,a2,a3,...,0,2_1,0,2, 0,2, seien die Zahlen.
Jedem a; ordnen wir die Lange ¢; der langsten Folge a; = a;, < aj, < ... < aj,, zu, die mit a;

beginnt (j1 < jo < ... < j,).
Falls fiir ein ¢ t; > n + 1 ist, so sind wir fertig. Falls nicht, so ist jedes ¢; in {1,...,n}.

Schubfachprinzip:

Es gibt ein t € {1,...,n} mit t; = ¢ fiir mindestens [%1 =[n+21] =n+1 Indizes i , etwa fiir
i1 <lo<...<ipi1.

Nun zeigen wir : a;, > aj, > ... > a4,

Angenommen , a;; < a;,. Dann kdnnte man eine ¢-elementige monoton steigende Folge, die bei a4,
beginnt, zu einer (¢t + 1)-elementigen verlangern, die bei a;, beginnt, also ¢;; > t+ 1 im Widerspruch
zut;, =1

Vollig analog : a;, > a;,,, firalle 1 <1 <n

Beispiel:

Angenommen, 6 Leute treffen sich. Dann gibt es unter ihnen 3, sodas jeder jeden kennt oder 3, sodas
keiner einen der anderen kennt.

Bemerkung:

Veranschaulichung durch Graphen.

Graph G: G = (V, E), V endliche Menge E C (g) Die Elemente von V heiBen Punkte, die Elemente

von E Kanten.
V1 V2

Vs V& B = (i, V), {Va, Va1, VA, Vi)

E = (‘2/) : vollstandiger Graph.

V2

V1 .

Punkte: Personen

11



Betrachte irgendeinen Punkt, etwa V7 von den restlichen Punkten. Es gibt drei Leute, die V; kennt
oder drei Leute, die er nicht kennt.

Angenommen, V7 kennt drei Leute:

Falls unter diesen dreien zwei einander kennen, so bilden diese, zusammen mit V7, eine Dreiergruppe,
in der jeder jeden kennt.

Anderenfalls kennen die Bekannten von Vj einander nicht.

Verallgemeinerung:

Satz von Ramsey
Essein k,l e N, k,[ > 2
Dann ex. eine (min) Zahl R(k,[) mit folgenden Eigenschaften:

Farbt man die Kanten eines vollstandigen Graphen mit n Punkten, n > R(k,1), rot oder blau, so
gibt es entweder k£ Punkte, zwischen denen alle Kanten blau sind oder [ Punkte zwischen denen alle
Kanten rot sind.
(Im Beispiel gezeigt: R(3,3) < 6)
Es gilt: R(k,2) =k, R(2,1) =1
Wir zeigen:
R(k,l) < R(k—1,1) + R(k,l — 1)
Dann folgt die Existenz von R(k, ) durch vollst. Induktion nach &k + .
Esseinun V. ={1,...,n} mitn=R(k—1,1) + R(k,l — 1)
Die Kanten des vollstdndigen Graphen auf V seien irgendwie blau und rot gefarbt. Wir zerlegen V'

folgedenermaBen:

V={}UBUR
B={jeV:{1,j} ist blau}
R={jeV:{1,5} ist rot}

Wegen 1+ |B|+ |R| = R(k — 1,1) + R(k,l — 1) ist |B| > R(k — 1,1) oder |R| > R(k,l —1).

12



Falls |B| > R(k — 1,1), so ex. in B entweder k — 1 Punkte, die nur iiber blaue Kanten verbunden
sind oder [ Punkte, die nur iiber rote Kanten verbunden sind. Im ersten Fall ergdnzen wir die k — 1
Punkte durch den Punkt 1, im zweiten Fall sind wir fertig.

Falls |R| > R(k,l — 1) ist, schlieBen wir analog.

1.4 Die fundamentalen Zahlkoeffizienten

2. (1) = (1) |

,, Binomialkoeffizient"

Tauchen im binomischen Lehrsatz auf:

Atz =3 (7) a2

bzw
@)= 35 (1) oyt
k=0

n

z™ - y"~F entsteht, wenn aus k Klammern z gewshlt wird und aus n — k Klammern y.

Diese Klammern konnen auf (}) weisen aus den k Klammern ausgewihlt werden.

Sh.k © Anzahl der Mengenpartitionen von {1,...,n} in k nicht leere Blocke

Block

Die S,, 1, heiBen Stirling-Zahlen 2.Art .

P, 1 : Anzahl der Zahlpartitionen in k& Summanden.
n=ny+ng+...+ng O.Bd.A ni>ng>...>ny
(Pn,/z€ zahlt ,, ungeordnete” Partitionen ab, die Reihenfolge der Summanden spielt keine Rolle,

analog S, k)

n
p(n) = > Pk Darstellung durch
k=1

T x T T
T T x
Ferrers-Graphen:
r X x
T x

13



k-Permutationen von N = {1,...,n}:
| {(a1,a2,...,ay) a1 € N,...,ap € N alle a; verschieden} |
=n-(n—-1)- ... -(n—k+1)=nk

Anderer Weg: Wahle zuerst k Elemente aus N aus. Dann ordnen wir diese auf alle moglichen Weisen
zu k-Tupeln (k-Permutationen) an.

Auswahl von {a1,...,a;} : (}}) Méglichkeiten

Anordnung auf k! Weisen:

() k=
N (Z) _ % _ n(n=1) - ((n—k+1)

Bemerkung: Die Anzahl der geordneten k-Mengenpartitionen von IN ist .S, ,, - k!
Was ist die Anzahl der geordneten k-Zahlpartitionen ? Nicht() Py p, - k!

n =mn1 + ...+ ng kdnnte mehrere gleiche Summanden enthalten.
Es gilt aber : Die Anzahl der geordneten k-Partitionen von n ist (Z:i)
Zum Beweis Konstruieren wir eine Bijektion nach ({1"];’_"171})

fi(ny,...,ng) —{ni,n1 +ng,...,n14+n1+...+ng_1}

lauter verschiedene Zahlen

1 ist gegeben durch:

Die inverse Funktion g = f

g{a1 <as <...<agp_1}) = (a1,a2 —aq,...,ax_1 — Qg—2,M — af_1)

12.04.05

Sk ¢ Stirling-Zahlen 2.Art

Anzahl der Partitionen einer n-Menge in k nicht leere Klassen

P, 1. : Anzahl d-Zahlpartitionen von n in k-Summanden
n=ni+ne+...+ng n,n; € N={1,2,3,...}

e . (n—1
Geordnete Zahlpartitionen : (k_l)
niy,Mi1+Mn2,...,N1+...+Nk_1

{a1<a2<...<ak_1}

apy =mni,a2 — 041,03 —A2,...,0k-1 — Q2,1 — Q-1
—— — — ——
n ns3 NEk—1 Nk

1.5 Multimengen
Intuitiv: Eine Menge, in der jedes Element mit einer gewissen Vielfachheit gezdhlt wird.

14



{a,b,b} = {a,b} bei Mengen
{a,b,b} # {a,b} bei Multimengen

Formal: Multimenge ist ein Paar (A, f) wobei f: A — IN
f(a) : Vielfachheit von a € A

Anzahl der Elemente der Multimenge:

> fla)

a€A

Frage: Wie viele k- elementigen Multimengen gibt es in einer n-elementigen Menge
N={1,2,...,n}7?
Angenommen, {a1,ag,...,a} ist eine k-Multimenge in N.

OBdAlSCLlSGQSSGkSTL

Behauptung: Gesuchte Anzahl ist ("Jr,’j*l) = 7,;—? = n(ntl)- = (ntk—1)

Beweis:
Bijektion auf (11 Hh=1h)

fifar<ar <...<ap}r—{a1,a2+1,a3+2;...,ap +k—1}

g=f"1 1g({b1 <by<...<b}) :{blébg—lébg—Z ...ébk—(k‘—l)}
Beispiele : R, N seien Mengen, |R|=r, |[N|=n

)
<

(i) [RY|=r"

(ii) Injekt. (N, R) sei die Anzahl der injektiven Abbildungen von N nach R
\Injekt. (N,R)|=r-(r—1)- ... -(r—n+1) =12

(iii) Surjekt. (N, R) sei die Anzahl der surjektiven Abbildungen. Entsprechend den geordneten -

Partitionen von N:

Zerlegung von N in |R| nicht leere Klassen
|Surj (N,R)| =1! Sy,

Jede Abbildung von N nach R ist surjektiv auf eine eindeutige bestimmte Teilmenge A C R
A={f@a): zeN}

Summenregel:

15



r" = > |Surj(N,A)|
AQR %/_/
|[Al=k k!Sn &

Beispiel: N sei eine Menge von Ballen
R: Menge von Fachern
Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Balle auf die Facher zu verteilen?

Nehme an, die Bille sind unterscheidbar, die Facher unterscheidbar.

I'.'I || L & e ]

Fach1 Fach2 Fachr

rn

Losung durch Multimengen : 7+

zusatzliche Forderung: geordnete r-Partitionen von (Zj)

1.6 Permutationen

Permutationen m € S, = Sy ) konnen auf verschiedene Weisen dargestellt werden.

z.B.

1 2 ...

" . Wenn die Reihenfolge 1,2, ..., n festliegt, geniigt es 7 durch das
m(l) w(2) ... 7w(n)

Wort (1), m(2),...,m(n) zu beschreiben.

Aus der Algebra: Zyklendarstellung von ©

123 45 6 7 8
m =
5 3 18 2 4 76

N iff_\f £
N F

T=(1523) (486) (7)

Anzahl der Elemente im Zyklus heiBt seine Lange

16



e Zyklen der Lange 1 heiBen Fixpunkte.
e Auf die Reihenfolge der disjunkten Zyklen kommt es nicht an.

e Innerhalb eines Zyklus darf man die Elemente ,zyklisch"” vertauschen:
(1523)=(5231)=(2315)=(3152)
Spi =] {m € Sy : 7 hat genau k Zyklen} |
Die s, 1 heiBen Stirling-Zahlen 1.Art

® Sp1 = (n — 1)'

® Snvn_l = (g)

Es bezeichne b;(7) die Anzahl der Zyklen der Lange i von 7w (i =1,...,n)
b(m) := > i-bi(m)
i=1

Der Zykeltyp der Permutation 7 ist der formale Ausdruck () = 101(™) 262(™) = pbn(m)
zB:mr=(1523)(486) (7)
t(m) =11 20 31 41 50 60 70 80 =11 31 41

Es gibt genau soviele Typen von Partitionen wie es Partitionen von n gibt.
(b1(m)y oo ybn(m) — 14+ L +24 24 it it
~———

b1 (m) ba () b;(m)
Die Permutationen vom gegebenen Typ bilden in S, eine sogenannte Konjugiertenklasse.

{pomop™ | p€ S} ={o €Sl tlr) =to))

29.04.05
pomop”
b;(m) : Anzahl der i-Zyklen von 7
t(m) = 101(™ 2b2(m) - pbalm)

1

Wie viele Permutationen mit gegebenen Zykeltyp gibt es?

Schreiben wir die Klammern fiir die verschiedenen Zyklen hin:

(0)...(o) (e0)...(00)...(000...0)...(000. .. 0)
—_———

b1 b2 bi

17



n!
byl ... bp!l-101. . .nbn

Fillen die Klammern auf n! Weisen mit den Symbolen 1,...,n aus, sodas Permutationen von Typ
101 2b2  pbn entstehen.

Wie oft entsteht dabei die gleiche Permutation?

Reihenfolge disjunkter Zyklen ist uninteressant:

b1! bo!...by! verschiedene Reihenfolgen.

(4781)=(7814)
7

4 .< >’
1
Ein Zyklus der Lange i kann auf ¢ verschiedene Weisen aufgeschrieben werden.

(43) (18) (65)
34) 81) (56)

8

bQ : 2b2

bi : ibl
101,902 .pbe Weisen, die Zyklen zu schreiben.
Insgesammt : byl -bo! - ... -b,l-101.202. = .pbe
= n! = (gesuchte Anzahl) -by!-by!- ... -b,l-100.202. = .pbn
Anzahl der Permutationen vom Typ 1% ... nbn:

n!
bil-bol- ... -bpl-101.202. . .pbn

ay az ... a, sei eine Permutation von {1,2,...,n}

Ist i < j und a; > a;, so heiBt das Paar (a;,a;) eine Inversion der Permutation.

Beispiel: 412 3 : Inversionen: (4,1),(4,2),(4,3) ist inv(m) die Anzahl der Inversionen von 7w(1) 7(2) ... m(n),
so heiBt (—1)™*(") das Signum der Permutation (sgn(r))

X = (x45) sei eine (n x n)-Matrix. Dann ist
det(X) = > sgn(m) o1 z(1) T2 n2)" -+ " Tn a(n)
TI'ESn
Inversionstafel von a1 ...a, : b1...b,
b; = Anzahl der Elemente links von j, die gréBer als j sind (=Anzahl der Inversionen von a; ... ay
mit 2. Komposition j).

Beispie: 591826473 =aqaj...ag

18



kKlar0<bh 1 <n—1,0<bs<n—-2,...,0<p;<n—1
0<b,1<1,b,=0

Bemerkung: Die Permutation ist durch die Inversionstafel eindeutig bestimmt.

Wir zeigen, dass man aj ...a, erhdlt, indem man sukzessive die relative Position der Elemente
nn—1,...,2,1

(in dieser Reihenfolge) bestimmt.

Beispiel: Sortieren mit Bubblesort
Geg. Ein Feld a[l...n] von n (verschiedenen) Zahlen
Ges. Verfahren zur Sortierung des Feldes, d.h. nach Anwendung soll a[l] < a[2] < ... < a[n]

Wir versuchen, die Anzahl der Vergleiche zu minimieren.

ai Az e ceodn

1. Durchlauf von Bubblesort

1 <i<n-—1Falls ali] > ali + 1] : Vertauschen wir a[i] und ali + 1]

Nach dem 1. Durchlauf ist a[n] das GroBte der Elemente.

2. Durchlauf : Analog : 1 <i<n—2

Nach hochstens n — 1 Durchlaufen sind wir fertig. Wir kdnnen das Verfahren auch abbrechen, falls

bei einem Durchlauf keine Elemente vertauscht werden.

Es sei a1, ..., a, eine Permutation und by, ..., b, ihre Inversionstafel

Ist @) ...al, mit Inversionstafel b} ...b/, aus a; ... a, durch einen Durchlauf von Bubblesort entstan-

den.
So ist
b; — 1, fallsb; >0
V=< 7 alls b = 1<i<n
0, falls b; =0
Beweis:

Ist links von a; ein gréBeres Element, so wird (maxa;) an a; vorbeigezogen, d.h. b}, = b,, — 1. Ist
7<i 4

dies nicht der Fall, so ist by, = b;,, =0

Frage: Wie viele Permutationen gibt es, die hochstens k& Durchldufe benotigen?

Antwort: (Anzahl der Inversionstafeln ohne Komponente > k) = k. kK, 1<k<n-1
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Genau k Durchliufe :(k" % - k! — (k — 1) F*1 . (k — 1)) = Ay

Durchschnittliche Anzahl von Durchlaufen:

L Ny L
k=0
%

~

Bessere Verfahren?

o Vergleich

RN
ANAN

Die Permutationen miissen gewisse Blattern des Baumes entsprechen. Ich brauche also mindestens
so viele Blatter wie es Permutationen gibt.

Die Anzahl der benétigten Vergleiche im worst case ist mindestens [log, n!|

a[l]<a[2] a[l]>a[2]

Stirling-Formel:

nl=v2- n-(%)”-eﬁ, 0<ax<l1

7"--
In (n!)=3-In (2mn) +n-In n—n+ ot

—0

GroBenordnung ¢-n - In n

Weitere Verfahren!

Binare Suche:

Vergleichen 2 Elemente x1,

Dann fiigen wir x3 an die richtige Stelle ein.
T < ah < ah

AnschlieBend : x4 in diese Kette einbauen:

/ / / /
T < Ty < T3 < Ty

rh<ah<...<dq
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x; + 1 wird eingefiigt x; 11 konnte an ¢ + 1 verschiedene Positionen stehen.
Indem wir stets mit den mittleren Elementen der relevanten Teilfolge vergleichen, finden wir die
Position von x;+1 mit [logy(i 4+ 1)] Tests.
Insgesamt . [logy 2] + [logy 3] + ... + [logy n| Vergleiche
> [logyi] = B(n)

=2

B(n) = n- [logyn] — 2Mos2nl 41

04.05.05
Bindre Suche
Wir nehmen ein Element weg, sortieren rekursiv die iibrigen n — 1 und fiigen dann das richtige
Element an der richtigen Stelle ein.

1 <Tog<...<ZTp-1

[ T T

n-mogliche Positionen fiir das letzte Element.
Einordnung mit [logy n] Tests

n =2k 1 <o < ... < Tok-1_1 < Top—1 < ... < Tok_y

[

<
T Tok—1

Interval halbieren

2k=1 < n < 2% d.h. k= [log, n]
Fiihren wirklich neue Elemente x,4; < ... < x4 ein, falls nétig und argumentieren wie oben.

Insgesamt ist die Anzahl der Vergleiche
n

[logy n] + [loga(n —1)] + ... + [logy 2] = >_[log, i] = B(n)

1=2

Es gilt: B(n) = ﬂog2 n'| e — 2ﬂog2 n] +1
n
Betrachte dazu die Summe 3" [log, i], zunichst fiir den Fall n = 2*:

=2
1+ 2+ 3+ 34+ 3+ 34 4+ .4+ 4+ o+ ktk+...+k
N———
2n—=1 mal
[log 2] [log 3] [log 4]
k .
=14+2-243-44+4-8+.. . +k-2F1 =32 =(k-1)-28 41
=1
[ ]

zhtl_q

l4+x+a®+...+a% =2 1 (x) geometrische Reihe
(z-1)-Q+z+a2>+...+2F) =
e R R L I R R S I LA |

Wir differenzieren (x):

Y z—1)-(k4+1)-zk —(zk+1 - k-xk+1—(k4+1)-z*
S il = +(1$)_1)2( ) _ +1(x(_143%) +1
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z =2 Nenner:1
Zshler : k- 281 — (k4 1)-2F +1

=2-k—(k+1)-2"+1=(k-1)-2"+1

] ]
( M=(k—1)-28+1=Fk-2F -2k +1
= [logy n], O.B.d.A. 2K"1 < n < 2F
B(n):(k—l)-Qk—i—l— (2F —n) -k

zuviel gezdhlte Summanden

—k-2" -2k 41 -2 k4n-k=n-k+1-2F=n-[log, n]+1— 2Mez »l

Beispiel: Mergesort-Verfahren
,» Divide and conquer"-Verfahren:
Das Feld a[l...n] wird in zwei moglichst gleich groBe Teile zerlegt und diese werden rekursiv mit
Mergesort sortiert. Dann werden die Reihenketten mit (n — 1) Vergleichen gemischt.
a; <ag < ... <QL%J
b <by <... <b[%1
M (n): Anzahl der Vergleiche von Mergesort:
M(n) = M(|2)) + M([2]) + (n—1)
M1)=0, M(2)=1, M3)=3,7?
Betrachte D(n) = M(n) — M(n — 1)
n=2k:Mn)—Mn-1)=2M(k)+2k—1
—(M(k)+Mk—-1)+2k—-2)=M(k)—Mk—-1)+1=D(k)+1
n=2k+1: M(n) M(n—-1)= (k‘—|—1) M (k) + 2k
—(2M (k) -1)= M(k—i—l) M(k) +
Insgesamt: D( ) D([51) + D(2) =

Es gilt: D(n) = [logy n]
n=2": Dn)=D(3)+1=D(})+2=...=D(z) +k—-1=k
n=2%+a,a<?2F
D(n)=D([2])+1=D(2F 1+ 2)+1

erlaubt Induktion

M(n) = éM(z’) ~M(i~1)= 3> D(i) = 3 [log i] = B(n)

M(1)=0

Problem: Bestimme die Anzahl der fixpunktfreien Permutation in S,

Bezeichnung: D,, (Derangement-Zahlen)

zur Losung
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1.7 Prinzip von Inklusion und Exklusion

CO >

A A

|A1 UA2| = |A1| + ’A2| — |A1 ﬂA2|

|A1 UAsU A3| = |A1’ + |A2| + ‘A3| — |A1 N A2| — |A1 ﬂA3| — |A2 ﬂA3| + |A1 NAsN A3|

As A

As

Frage: Was ist [A; U Ay U...UA,|?
Behauptung: [A1U...UA,| = |4i|— > JAiNA
i=1

1<i<j<n

+ > JANANA 4.+ (=D AT N N A
1<i<j<k<n

= Y =i a
0 # IC{1,...,n} iel

Beweis: Angenommen, ein Element a ist in genau k der Mengen A; Enthalten. Wie oft wird es
rechts gezahlt?
k=) +(E) £=1-0-+) - () £+ D)) =1-0-D" =1

k
(14 x)k-
J=

kY i
0 <'/ )
—1

(5)- (17 = -1y

T =
A.
>
J=0
P, :=n!—D,

Aji={r e S, |n(i)=1i}
P,=]1A1UAU...UA,|

[N Al = (n—|J))!

jeJ
Py=|A1U...UA,| =Y (-1)1. (?) (n—j)!
=1
- Bt gty -
=nl(l-gi+3—4+...+ (1)1
Dy=nl(l-1+3—§ +...+ 5P

.’,'k

T & x” x? 23

1 _ 7:17 1 1 (=
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Inversion

Wir betrachten Stirlingzahlen erster (s,, ;) und zweiter Art (S, 1)

n n
Wir wissen: 2" = > S, 52k =Y S,z (z—1)— (. —k+1)
k=0 k=0
Wenn z eine Variable ist, so ist dies eine Ploynomidentitat.
Sn,k:0ﬂirk>n, 50,021

So7k=0ﬂjrk:>0

06.05.05
— Y {f: N=X|f(N)=VY}
YCX

Sn v 1Y !

= 3 Skl () = 3 Syt
k=0 k=0

Polynom: a, - ™ + an—1 2" M da -z tag= p(x)
Grad (p) =n (a, #0)

P(x) hat hochstens n Nullstellen.
[ ¢(x) Polynom vom Grad m. Dann ex stets Polynome A(z) und r(z) mit:
| p(z) = q(z) - h(x) + r(x) mit Grad r(x) <m
Ist etwa p(a) =0 o« € C, so schreiben wir:
p(z) = (r —a) - h(z) + r(x), r(x) konstant.
= 0=p(a) =0+ r(a), also r(z) =0
=p(z) = (r —a) h(xr) = Grad h(zx) =n—1
Jede weitere Nullstelle von p(z) ist auch eine von h(x) Z p(z) hat insgesamt hochstens n

Induktion
Nullstellen.

Bemerkung: Sind p(x), ¢(x) Polynome vom Grad héchstens n und gilt:
p(a;) = q(a;) fiir n + 1 verschiedene Zahlen ag, o, . .., oy, so ist p(x) = g(x) fiir alle .
Denn: h(z) := p(z) — q(x) hat Grad < n und hat n 4+ 1 Nullstellen, also ist p(z) — g(x) das

Nullpolynom.

Es gilt die folgende Rekursion:

Sn,k = Sn—l,k—l + k- Sn—l,k (n, k> 0)

Beweis: (Summenregel)
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Essei N={1,...,n} ,ae N

klassifizieren die k-Partitionen von N auf folgende Weise:

{1p

2. a ist in einen Block mit mindestens 2 Elementen enthalten

1. {a} ist ein Block der Partition

Ordnen den Partitionen von N Partitionen von N\{a} zu, indem wir a entfernen.
Im Fall 1: Eine (k — 1)-Partition von N'\{a} entsteht
Fall 2: Eine k-Partition von N\{a} entsteht.

Fall 1: Zuordnung ist eine Bijektion
Anzahl: S, _1 -1

Fall 2:

Die Zuordnung ist ,k zu 1", d.h. jede k-Partition von N\{a} entsprechen genau k Urbilder, also:
Anzahl der entspr. Part. = Sp_1, - k
Sn,k: = Sn—l,k—l +k- Sn—l,k

Beispiel:

1

01

011

01 31

0 1

S7r: 0163301350140 21 1
Sn,2 : 2n71 -1, Sn,n—l = (Z)

Entsprechend suchen wir eine Rekursion fiir die Stirling-Zahlen 1.Art

Spk = |{m € Sy, | ™ hat genau k Zyklen}|
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50,0 = 1 sor =0 (k>0), sp,o=0(n>0)

Rekursion

Spk = Sn—1k—1+ (N —1)sp_1 (n,k>0)

Beweis: Es seien N und a wie oben klassifizierte Permutationen mit genau k-Zyklen:
1. a ist Fixpunkt (#1)
2. a ist kein Fixpunkt (#2)

zu l. #1 = Sp_1k—1

zu 2.

Zerstoren von a liefert Permutation von N\{a} mit k-Zyklen.
a

a

1'\
N
/ 9\

: \/

Das Bild von a kann jedes Element von N\{a} sein,d.h. die Abbildung ist
'm—1) zu 1
=>H#H1+H#o=5p-1h—1+ M —1) 514

Beispiel: sp,1 = (n —1)!, spp_1 = (Z), Spn =1

Sn,2 (n—=2)! Sp—1,2:(n—1)

_ 1,2
SR =y i s R ey A

Durch Induktion :
Spon—D- G+ A5+ .+ 1) =m—1)H,y
Zeige nun: Fir x € IN ist
= i (=) k. s, - 2k (n>0)
k=0
Beweis: Induktion nach n
n=0v 1=1

n=1: r=x Vv =1, a:f—lz
o
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Ind.Schritt:

n—1
=" L (p—n+ 1) = (X ()" s g2k (z—n+1)
k=0
n—1 n—1
— Z (_l)nflfk CSp1k karl _ Z (_Unflfk . (n _ 1) Sp_1k - xk
k=0 k=0
_ v _1yn—k . ok nil_ln—k. 1. ok
- Z( ) Sp—1k—1"T" + Z ( ) (n ) Sp—1,k T
k=0 k=0
n
=Y (D" R 2 {spiipr +(n—1) sk}
k=0 ~
Sn,k

1.8 Basisfolgen

Definition: Eine Basisfolge (po(x), p1(x),...)) ist eine Folge von Polynomen mit Grad (p,) = n fir
alle n (Insbesondere: po(x) ist eine Konstante # 0)

z.b. pu(z) = 2™, 2% 2", (z — 1)"

Die Polynome po(x), p1(z), ..., pn(x) bilden eine Basis im Vektorraum Poly(n) aller Polynome vom
Grad < n.
Sind (po(x),p1(x),...) und go(z),qi(x),...) Basisfolgen, so ex. Zahlen (ay 1) und (b, ;) mit:
ail 0 ... 0
n
qn(a:) = Qnk ° pk(iU) a2 azx 0 ... O
k=0
TN

n
bzw.: pr(z) = > bp i - qx(2)
k=0
Wir nennen (a, ;) und (b, ) die Zusammenhangskoeffizienten der Basisfolgen. Sie bilden untere

Dreiecksmatrizen (unendlich) (apr = by =0 fir k> n)

(an,k) (bn,k)

Diese Matrizen sind invers zueinander.
Betrachte:
A= (ank)o<nk<m
B = (byk)o<n,k<m
A beschreibt die identische Abbildung auf Poly(m) bzgl. (go,q1,---,qm) und (po,p1,-..,pm) (bei
Zeilenkonvention) und B ebenfalls die Identitat bzgl. (po,p1,-..,Pm) und (g0,q1,- -, Gm)
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Wir wissen:

sind die Zusammenhangskoeffizienten der Basisfolgen

(L,z,2,...,2"..)und (1,2t 22,... 22 ...)

Die Stirlingzahlen (S, ) und (s, k) zweiter bzw. erster Art

Satz: Es sind (p,) und (g,) zwei Basisfolgen mit Zush.koeff. (a, %) bzw. (b k). Dann gilt fiir 2

.)s (vo,v1,...) von Zahlen:

fur alle n

Folgen (ug,u1, ..
n

Up = z an.k - Uk
k=0

n
= Up = mek-vk

fir alle n

(sog. . Inversionsformel*)

Beweis: A und B sind zueinander invers, alsov=A-u < B -

Beispiel: Binomial - Inversion:
(a+0)"=> (Z) cak . pnk
a=z—1, b=1
=) (Z)(a?—l)k
k=0
= Up = ) Gk - Uk Vn.
k=0
Sup, =Y (=1)"F () o Vn.
k=0
denn: (z — 1) > () (—1)nk .k
k=0
statt u, : (—1)* up,
Up = > (Z) (DR ug s u, = S (1) (Z) U
k=0 k=0
13.05.05
<p07p17p27 <y Pny - )
(QOaQMCIQ»- -y Qn, - - )
Zusammenhangskoeff.
Qn(x) = Z Ank Pk(ﬂU)
k=0
pn(x> = Z b - Qk(m)
k=0
aoo 0 boo 0 1
aiyp ai bio b11 -
asp @21 G22 bog b21 b22 1
0
n k n
an(z) = kz Qnk - Zobkj -g;() Z Zank bij
=0 j= =0
\W_z
Cnj
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(Lz,22,...)
(1,z—1,(z—1)2,...)
Grad (pp) = Grad (g,)
ank = b =0 fallsk >n
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Inversion
1’ | = n 1
Sey=1 ' p=[h=i
0, j<n

1, falls A wahr

0, falls A falsch
(ank) und (byk) sind inverse Matrizen

A Aussage: [A] := {

Fiir Zahlenfolgen  (ug,u1,...,Upn,...) =u
(V0, V1, -y Uny.o.) =0
n
Firallen: v, = > ank-ug
sv=A-u ki?l:(ank))
SAv=u (B=A"1Y
& Uy = ibnk'vk

k=0
. Inversionsformel*

Beispiel:

(i) Stirling-Inversion:
n
Up =D Spk-up  Vn

k=0
n
<~ Up = Z (_1)n—k *Sn,k Uk
k=0
n .
(insbesondere: kzo Sk - (—1)k=7. sk =[n=7])

(i) Binomial - Inversion
n

k=0

@=1"= 3 () (-1t

Also: v, = > (7)) - wk Vn
k=0
n
Sup= > (=1)""(}) vk Vn
k=0
Ersetzen wir u,, durch (—1)" - u,, so ergibt sich:
n
k.

vn =3 (3) - (=1)

k=0
Sup- (D)= (=DF () o Vn

n

Su, = > (1% () v vn
k=0

UL Vn

Anwendung: Derangement-Zahlen
D,, = Anzahl der fixpunktfeien Permutationen in Sy,

d(n,k) = Anzahl der Permutationen in S, mit genau k Fizpunkten

d(n,0) =D, .
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Binomialinversion mit uy = D,,, v = n! liefert:

Dy= 3 (-1 k- () R =l (1" g =l 3 (-1)F -}

k=0 k=0 k=0

1.9 Loésung von Rekursionen

1.Erzeugende Funktionen

Gelost:

Mergesort-Rekursion
M(n) = M([5]) +M([51) +(n—1)

Bindre Suche
B(n) = B(n—1) + [log n|
Ziel: Bestimmung einer Folge
A0y A1, G2y« y Oy - -
Wobei eine oder mehrere Anfangsbedingungen gegeben sind, sowie eine Vorschrift, wie man a,, aus
ap,ai,as,...,a,_1 berechnet.
Bei der Methode der erzeugenden Funktionen fasst man die Folge (a,) als Folge der Koeffizienten
einer Potenzreihe auf, d.h.
A(z) == ioz ap, - 2"
und versuchtT,L:dOie Rekursion als Eigenschaft von A(z) zu deuten.
Dabei geniigt es, rein formal ,,nachdem iiblichen Rechenregeln” mit den Reihen zu rechnen und

Konvergenzfragen auBer acht zu lassen.
A(z) = > an- 2", B(z) = > by - 2"

z>0 220
= A(z) + B(z) = go(an +by) - 2"
A(z2) - B(2) -
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ag + a1z + ag-2? + ap-zZ"
bo aj - bo -z ag - b() . 22 Qan ])() - 2"
+
bi-z | ag-b1-z aj - by - 22 ap - by - 2" t1
+
bQ . 22 ag - bQ . 22 ag - b2 . Z4 ap bg . Zn+2
_l’_
by, - 2" | ag - by, - 2" aj - by - 2"t1
o n
A(z) - B(z) = EO(kZOak bpg) - 2"
n= =

,Faltung” von A(z) und B(z)

Bemerkung: A(z) besitzt ein multiplikatives Inverses g.d.w. ag # 0

Notwendig: klar.

Hinreichend: Ist ag # 0, so kann B(z) = ﬁ wie folgt bestimmt werden:

!
a[)'b[):l,a|sob():$

ag-bl—i—al-boéo,alsoblzi-(—aybo)

sind bg, b1,...,b,_1 bestimmt, so dass
k
bo-a():l , Zai-bk_iIOfUI’lSk‘Snfl
so sei by, = — - - (3> a;-byp—i)
i=1

n
(ao-bn+2ai~bn,i:0)
i=1
Beispiel:

(i) Geometrische Reihe

(1—2)-1+z+224+...+2"+...)=1
oo

5 =k
n—

(i) Weitere Potenzreihen

io:o (®) -zt =(1+2)* (aeR, (%)= 2=l

A

n=

0o .

> St =In (1+2)
n=

Anwendungsbeispiele:

Beispiel: Catalan-Zahlen (Cn)
Gegeben: n + 1 Variablen xg, x1,..., 2,

Auf wie viele Weisen kann das Produkt zg

.xl.xQ.
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nicht assoziativ
nicht kommutativ

Anzahl sei C),

Co=1,C1 =1

n=2:(rg-x1) 22 =20 (1 x2) Cy=2

n=3:(xo-x1)  (x2-x3), ((xo-2x1) - x2)X3, T - (271 - (T2 - T3)),

(xo - (1 - x2)) - w3, o - ((71 - 22) - x3) C3=5

Rekursion fiir C,:
Es gibt genau eine Multiplikation auBerhalb aller Klammern (die letzte) falls n > 0. Angenommen,
dieser letzte Multiplikationsstern steht zwischen xy und x4

(xo...xk) (Tpt1---Tn)

v~

Cn Chn—k—1
Dann gibt es Cy, Mdoglichkeiten, xq, ...,z zu klammern und C,,_;_1 Moglichkeiten, xgi1,..., 2y

zu klammern; also:
Ch,=0Cyp-Cph1+C1-Cp—o+...+Cp—1-Cy (TL>0)

n—1
CL = Z Cr - Cp_1_p + [n = 0]
k=0

00 00 k—1
Clz)=>Cp-2"=> (> Cr-Cprq_g)-2"+1
n=0 n=0 =0

=Y Cp-2F Y G- 2" F 1
k=0 n=0
=C(z)-z-C(2)+1, also:

1-C(z)+2-C(z)?=0

Potenzreihe fiir /1 —4-2=1+(—4- z)%

(I4+2)*=3 (%) 2"mita=1, (—4-2) statt 2 :
n

n>0
1.1 _qy. (1_
=14+ Z 2(2 1) -7-1-'(2 n+1) (_4)n peg
n>1 )
_1
=1+ 3 5= () (-4 2n

2z n \n-1
= (% n 2" n 2
= n;O ( n2) (_4) S n; (2n ) n+1
=8 =42 2n-1)-(2:n-3) 3.1
=L.(4n-2)-(4-n—6) 6-2
. \ )
(—n%) (—4) = (—D)(=3=1)- . (—L—n+1) yant
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1.10 Erzeugende Funktionen

(o]
A(z) = D> ap - 2"
n=0
liz =l+z+22+...+2"+... geometrische Reihe
o0
(1+2)*= ZO (&) -2
n=
(©) = ozl . (azntl) Binomialreihe
0o 00 ne
R YE
— =
Beispiel: Catalan Zahlen
1—\/1 T 2 n
C(Z) = = =0 ( nn) ’ nZJrl !
2.

Beispiel: Fibonacci-Zahlen
Frb=0,F=1,F,=F,_1+F,_2 (n>2)
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...
Gesucht: ,,Formel* furF
Ansatz: F(z) := ZFnz (Fn =0 (n<0))
Schritt 1: DrUcken(Ti% Rekursion in einer Gleichung aus
(inkl. Anfangsbedingung).
F,=F, 1+ F o +[n=1]
Schritt 2: Was bedeutet d|e Rekursion fiir F( )7
F)= L Fu2"= £ Fua 2+ % Faop "4 S ln=1]-2

=z Z Fo_q-2"1422. Z For_9-2"242

F(2) F(2)
=2 -F(2)-22-F(2)+ 2
F(z)-(1—2-2% =2, also
Fz2) = 1=
Schritt 3: Benutze den gefundenen Ausdruck fiir F'(z), um eine (explizite) Reihenentwicklung zu

bekommen.

Hier: Partialbruchzerlegung'

[-(1—c-2)

Bestimme a und b : d _a
ann Z*;
a=_L1 _— _a _ a '
1-2 7 a5
1-5 = B-a V5
Insgesamt:
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00 00
F(z) =2z (%5 + 1_%,2):2:-(@- a2 b > g 2"
n=0 n=0
00 00
:Z(a_anfl_i_b.ﬁnfl).zn:%_ (an_ﬂn)_zn,
n=1 5 n=1
14++/5 _
also F,, = % A ( 5 (2 2\/5)71)
—_—
~1,618...
®:goldener Schnitt
X
T
y|
:
y

Anwendung: Analyse des Euklidischen Algorithmus zur Ermittlung des ggT'.
u,v €N, u>wv
u=q - v+r,0<r<v
v=g2-r1+re, 0<ra<nr

s >1=F

N, =
Fy <rp_3=qu-1-Tn—2+ Tn_1 , 0<tp_1 <Tp—o
2<rTp2=¢n Th-1+0 Tne1 21, qgn =2

Wie viele Divisionen sind nétig?

Wie miissen u (und v) gewéhlt werden:

wenn u moglichst klein sein soll bei exakt n Divisionen ?
Tn—2 > 2 — F3
&;’3 = Qn—k+2" Tn—k+1+ Tn—k+2

>F >1 >F,  >F,
= Tk > Frt1

rlZFnyszn+lyUZFn+2

= Das minimale wu, fiir das der euklidische Algorithmus n Divisionen bendtigt, ist

Fn+2
= Obere Schranke fiir die Anzahl der Divisionen falls 0 < u,v < N:

[loge (v/5 - N)] — 2

Fopo > N, Fry1 <N % (" —p")
=

:>‘I’3g1 <N, <\/5.N
n+1<loge(vs-N)
n+2 < [logg(V5-N)], n < [loge(v5- N)| -2
Beweis: logg(v/5 - N) ~ 2,078 -In N + 1,672
~ 4,785 -log;g N + 1,672

ungefdhr 5 - mal die Anzahl der Dezimalziffern.
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1.11 Lineare Rekursionen mit konstanten Koeffizienten

fin+d)+q-fln+d—1)+...4qq- f(n) =0 firalleu >0
Gesucht: f(n)
fn+2) = fn+ 1) = f() =0, d=2, g1 =1, g = 1
Satz: Es sei g1, qo, - .., qq €ine endliche Zahlenfolge d > 1, g4 # 0,
l+q-z+q-22+...+qi-27=q(2)
=(l—a;-2)" - 1—ag-2)%2-...- (1 —oy-2)%,
d.h. aq,a9,...,ar sind die verschiedenen Nullstellen von
qr(z) =2+ q -2+ gzt aa=2"q(2)
mit Vielfachheiten d; , i =1,...k,
dy+do+...+dpy=d
Fir f(n) (n=0,1,2,...) (f : No — C) sind die folgenden Bedingungen adquivalent:

(A1) (Rekursion): Fiir alle n >0
fntd)+aqr- flntd=1)+... 449 f(n) =

(A2) F(2) = gof(n) 2 = P2, p(2) € Poly(d - 1)

(A3) > fn)-2" =3

k
n>0 z:l 1

(Erer wobei g; € Poly(d; — 1)

—Qy

(A8) F(n) = 3 pu(n) -al' , ps € Poly(di —1) 1 <i < k
=1

Beweis:

Vii={f:N—C| ferfillt (a;)} i=1,2,3,4
Jedes Vj ist ein Vektorraum iiber C der Dimension d.
Trick : Aus V; C Vj folgt bereits Vi =V

(@) L CVp: Koeff|2|entenvergle|ch fiir 2247 in
q(2) - Zf() =p(z) (n=0)
f(n+d)+QI fln+d—1)+...+qq-f(n) =
Vi=W,

Koeffizient von 291" liefert Bedingung Al

27.05.05

(6) VoS Va: 3 ey o ot
I (1—cy2)%

i=1
Gradvon g(2) <di+do+ ... +dp=d

(c) V3C V4
1 _ 7d7, _ n
(1—ay-2)% _ngo( n) ( R Z)
= § kb o) (g gp
n=0
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n=0 \ j=0
) di—1 (Z) —j n+dz—]_1 i
=S (X (T e
n=0 =0 (2

Beispiel: ap = a1

ap =ap-1+2 apno+(—-1)" (n#2)

1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
1 1 4 5 14 23 52 97

Die Rekursion (a, := 0 fiir n < 0)
n=1:a1=ap+2 a1+ (1) +[n=1]
n=0:1=ay=(-1)°V
n<0: 0= (-1)"-[n>0]
ap =ap-1+2 ap2+(=1)"-[n>0]+[n=1]
A(z) = > ap - 2"

nez

A(z) = Zan12+22an22+2( D 2"+z

n>0
also A(z )—z-A( )+2-z2-A( )+ stz
A(z) - (1 =z —2-2%) = Lzt

142422 _ 142422
A(z) = (1—z—§-;§)-(1+z) = (1—22)?|(—1+z)2

Nach unserem Satz gilt (Eigenschaft A4)
an = ay -2”—|—(a2-n—|—b)-(—1)"

7 h=2

9 ' 9

a2 =
an =127+ (% n+g)-(—1)n

es folgt: a1

1.12 Erzeugende Funktionen von Exponentialtyp

(an)nZO

> an - 2"
n>0
an

n!
n>0

AR = 3 oo
exponential erzeugende Funktion der Folge (an)2

Multiplizieren wir A(z) mit B(z) = Z bn - 2

n!

=0
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R 00 no 00 n n n
Co=5 (54t ) = & ( (7)o m) &
n=0 k—O n=0 k=0

Cn
(cn) heiBt Binomialfaltung von (a,) und (b,)
oo oo
Beispiel: e*# = %L 2 el = l;:: zZ"
n=0 n=0
ez . gbz — etz tbz — e(a+b)~z
I I
[ee] n n o0
S (@) s > (a5
n=0 \k=0 n=0
n
(a+b)"=>" (Z) cak . pnk
k=0
. X Lk S
Beispiel: - 412" = Y (9) 2" = (1+2)°
n=0 n=0

Wir benutzen : (1+2)2% = (14 2)%- (1+2)°
(a+b)2=3Y (Z) .ak . pn=Fk
k=0

Beispiel: Deranggment—ZahIen : Dy,

n =3 () Duk =3 () Di-1

Binomialfaltung von (D) und (1) ist (n!)

Zn n|: (2) - €?

nZO v n
© L Da =l (3 G
Belsplel (B;rnoulll - Zahlen)
1+24+34+...+n

n+n—14+n—-2+...+1
n-(n+1) A

2

12492 4 2 = ot Gnil)

13423 4. 403 = (il
1k 2k 4 nk=2

Spm(n) =0"4+1"+. ..+ (n-1)"= > k™
0<k<n
S(z) := So(n) + S1(n) -z + Sa(n) - 22+ ...+ =

= % Suln)2m= 3 ¥ kmam= 33 (ko) =

‘U
M:

m=0 0<k<n 0<k<n m=0 0<k<n

Aber wie entwickelt man geschickt nach z-Potenzen 7

Anderer Ansatz:

5(2) . S(zn) = Z m(n) 5 =

m=0
= io: > k™. 2" » (k-z)™
- m! m!
m=00<k<n 0<k<n m2>0
_ Z ek'z _ev*—1
- —oer—1
0<k<n
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Beispiel: (Bernoulli - Zahlen)

m

> (™) Bj=[m=0] ¥m=>0
j=0

D Bo=1

n=m-++1

Zn:(?)‘szBan:l] n>0

~

exponential erzeugende Funktion : B(z)

B(z2)-¢* = B(z) + 2
B(z) = F5
= S(z)=8(z,n) = 3 Spn(n) 2™

(0m+1m4.. 4+ (n—1)m)

§(z) = P (=~ 1) = B(z) - <57
S(z)=(Bo-4 +Bi-3+...) (n- 24025 +n® 5 +..)
m—+1 m
Sa(n) = ml - (By - 20t + By - 20 4 o4 By )
03.06.05

1.13 Bemerkung zu anderen Typen von Rekursionen

1. Lineare Rekursionen , Konstante Koeffizienten.

aber: inhomogen :

fln+d)+g-fln+d—1)+...4+qs- f(n9=g(n) () qi konstant
Allgemeine Losung von (k) =

(partikuldre Losung) + (allgemeine Lésung der homogenen Rekursion)

Moglichkeit : partikuldre Losung erraten oder aus einem Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten
ermitteln, z.b.

Form von g(n) ‘ Ansatz
a k-a”
Polynom Polynom des gleichen Grades

falls v keine Nullstelle von gR(z)
Beispiel: fnt2 — fo+1 — fn = n?

Ansatz: fp, =a-n’>+b-n+c

a-m+22%2+b-(n+2)+c
—a-n+1)2-b-(n+1)—c

—a-n?—b-n—c

—a-n*+(2-a—b)-n+3-a+b—c=n?

a=-1,b=2-a=-2,¢=3-(-1)—-2=-5
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fo=-n?>-2-n-5
Allgemeine Losung :
A-®"+B-d"—n2—-2.n—5
A, B unbestimmte Zahlen, die aus den Anfangsbedingungen bestimmt werden miissen.

Variable Koeffizienten

Keine allgemeine Losung.
a(n)- f(n) =b(n)- fln—=1)+c(n) (n=1)
a(n) , b(n) , c(n) bekannte Koeffizienten
f(n) gesuchte Folge
Trick: Summationsfaktors
Multipliziere beide Seiten mit
T ai)
F(n)=4%4 alle b(n) #0
1T o()
Dies Ver'aindér:t1 die Rekursion
(y(n) :==b(n+1)-F(n+1)- f(n))
= y(n) =y(n—1)+ F(n) - c(n)
y(n—1) =b(n) - F(n)- f(n—1) = F(n) - (a(n) - f(n) — c(n))
= y(n) ~ F(n) - c(n)
also y(n) = y(0) + i; F(i) - c(3)

bn+1)-F(n+1)-f(n)=>5b(1)-F(1)- f(0)+ Z F(i) - c(i)

FO)+ 3 F(i)<(i)
f(n) = 53D For
Beispiel: Quicksort , Q,,
i Qi1+ Qni

Qn:n—l-l—i—%'Z(Qiﬂ—l-ani):n+1+%-2-n§:1@i (n > 0)
=1 1=0

n—1
n-Qn=n?+n+2- Q; (n>0)
i=0

(n=1)- Q1 = (n—1)2+(n—1)+2~ni2Qi (n>1)
Subtrahieren: =
n-Qn—M—1)Qn-1=2"-1+2-Qpn-1 (n>1)
Also Rekursion:
Qon,n-QY?:(nJrl)'anleZn
Qo+ F(i)-2i
= On = i Fary

mit .
F(n) — ig[la(Z) =5 1-2- .. -l(n—l) = 1 .
Jj=1
Q (n+2).m z; i(i+1)-2 (n + ) 'L':Z:l ol
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=2-(n+1)(

Hn+1

Harmonische Zahl
~In(n+1)

_1)
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Kapitel 2
Graphen und Netzwerke

Ein Graph ist ein Paar (V, E) = G, (vertices , edges)
Vv
V, E endlich, E C ( ) ) z.B.

V = {1)1,1)2,...,1)5}
E= {{Ula U2}v {1)1, U3}’ {037 1)4}7 {U3’ U5}7 {7)27 05}7 {’U4, 05}}

Vi Vs

<[
V2

Vs

Elemente von V: Punkte, Ecken, Knoten
Elemente von E: Kanten
Bezeichnung:
vy vg statt {vy,va}
Sprechweise: v1 und vy sind adjazent oder benachbart, verbunden
v1 inzidiert mit der Kante v1 vo
N(v) :=={w €V | v und w sind in G benachbart}
heiBt die Menge der Nachbarn von G

Grad von v:

d(v) == [N (v)]

da(v) Ne(v)
Satz: In jedem Graph ist die Anzahl der Punkte ungeraden Grades gerade
(,Handschlag Lemma")

Beweis: Wir stellen einen gegebenen Graphen G dar durch seine Inzidenzmatrix:
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5 e vee - |V| x |E| — Matrix B(G)

Doppelte Anzahlung:
Summe der Zeile v = d(v)

Summe der Zeilensummen = > d(v)
veV
Alle Spaltensummen sind 2

= > d(v) ist eine gerade Zahl.
veV
= die Anzahl der ungeraden Summanden ist gerade.

Bemerkung: Jeder Graph hat zwei Punkte gleichen Grades.

n=|Vl|.
Mbogliche Grade = 0,1,2,...,n — 1, aber es kann nicht gleichzeitig ein Punkt von Grad 0 und einer
von Grad n — 1 auftreten
Beispiel: Peter hat bemerkt, dass jeder seiner 25 Mitschiiler eine unterschiedliche Zahl von Freunden
hat (in seiner Klasse).

Wie viele Freunde hat Peter selbst ? (es gibt nur 2 Lésungen).

2.1 Definition

Kantenfolge:
Vg, €1,V1,€2,V2,...,Vk-1, €k, Uk
vo,..., 0, €V ,e1,...,ep € E

e =01 v, 1<i<k
Kantenzug:

Keine Kante mehrfach

Kantenfolge mit e; # e; fiir 7 # j
Weg:

kein Punkt mehrfach

Kantenzug mit v; # v; fiir @ # j , geschlossen” bedeutet : vy = vy,
Kreis:

geschlossener Kantenzug mit v; #v; , fir0 <i<j <k -1

Hamiltonweg bzw Hamiltonkreis

Alle Punkte von G werden durchlaufen.
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Graph G heiBt zusammenhiangend, falls zu je zwei Punkten v,u € V eine Kantenfolge von v nach u

—e—

Ist G nicht zusammenhéangend, so zerfillt G in sogenannte Zusammenhangskomponenten, d.h. ma-

existiert.

ximal zusammenhingende Teilgraphen von G.
(formal: Def. Aquivalenzrelation auf V:
u~v— esex. (u—wv)-Wegin G

uUu~v~w

— T~ W
Aquivalenzklassen: Zusammenhangskomponenten).
G Graph. G’ Teilgraph von G , falls
V(G) CV(G), E(G") C E(G)
G’ heiBt induzierter Teilgraph, falls
V(G CV(G) und E(G) = En (V)

2.2 Konigsberger Briickenproblem

. - 'Il MNeuer Pregel
= =

Frage: Kann man einen Spaziergang machen, sodas man iiber jede Briicke genau einmal geht und

zum Anfangspunkt zuriickkehrt ?

Leonhard Euler hat diese Frage in viel groBerer Allgemeinheit gelost.
Ein geschlossener Eulerscher Kantenzug heiBt Euler-Tour

G heiBt Eulersch, falls G eine Euler-Tour besitzt.

Satz: (L. Euler, 1736)
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Ein zusammenhingender Graph ist Eulersch genau dann, wenn alle seine Grade gerade sind.

Beweis:

(a) G sei Eulersch, v € V' beliebig.
Wird v bei Durchlaufung der Euler-Tour k-mal besucht, so ist d(v) =2 -k

(b) Nun seien alle Grade von G gerade, vy, €1,v1, €2, ..., V51, €k, Vg Sei ein Kantenzug maximaler
Lange (k) in G. Dann muss vg = vy sein, denn andernfalls ware eine ungerade Anzahl der

Kanten e, ..., e, mit vy inzident und der Kantenzug konnte verlangert werden.

Vo T .*Vk

Angenommen, es gibt noch eine Kante e € FE, die nicht zu ey,...,e; gehort. Da G zu-
sammenhdngend ist, kdnnen wir davon ausgehen, dass e mit einem der Punkte vg, ..., v5_1

inzidiert, etwa mit v;.

Nun setzen wir v;,e zu einem Kantenzug maximaler Linge in G' = G — {e1,...,ex} =
(V(G),E\{e1,...,ex}) fort, etwa v;, e, u1, f1,u2, ..., u—1, f1—1,u;. Weil in G’ ebenfalls alle

Grade gerade sind, muss u; = v; sein.

Der Kantenzug vg, e1, . .., €, v, e, u1, f1,u2, ..., fi—1,i, €it+1,Vi+1, - - -, €k, Vo hat dann Lange
E+1>k

Widerspruch zur Maximalitdt von k.

In Kénigsberg:
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Definition: Ein zusammenhadngender Graph ohne Kreis heiBt ein Baum, ein Graph ohne Kreise heiBt
ein Wald.

Satz: Ein Baum mit n Knoten hat immer n — 1 Kanten.

Beweis: Induktion nach n.
n=1: °
n=2: —
n—1—mn:EsseiT = (V,FE) ein Baum mit |V| = n.
In T sei vg,v1,...,v; ein Weg maximaler Lange. Dann sind vy und vy
Punkte von Grad 1 in T

Wir streichen vy und die Kante vy v aus 1. Dann entsteht ein Kreisfreier,
zush. Graph (also ein Baum) mit n — 1 Punkten und (Ind. Annahme) n — 2

Kanten. = T hat n — 1 Kanten.

2.3 Planare Graphen

Kann der Graph G so in der Ebene gezeichnet werden, dass die Linien, die die Kanten des Graphen
darstellen, nur Ecken (der Graphen) als gemeinsame Punkte haben, so heit G planar.

Eine solche Zeichnung nennen wir einen ebenen Graphen (plane) oder Landkarte (map)

<—— ebener Graph

k4 k4

Schneidet man die Ebene entlang der Kanten eines Graphen auf, so zerfallt sie in endlich viele Stiicke
(die Lander von G), von denen genau eines unbeschrankt ist.
Satz: (Eulerscher Polyedersatz)

Ein ebener Graph mit n Punkten, m Kanten und f Landern, der zush. ist, erfiillt die Beziehung.

‘n—m+f:2‘

Beweis: Induktion nach f
f=1 G ist ein Baum
n—m+f=n—-(n-1)+1=2V
f > 1: G enthilt einen Kreis, sodas jede Kante des Kreises 2 Lander von

G begrenzt. Entfernen wir eine Kante e dieses Kreises,
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so werden beide Lander, die e begrenzt, zu einem Land verschmolzen.
G' = G — e erfiillt also die Gleichungen ' =n ,m'=m -1, f'=f -1
= (Ind. Annahme) 2 =n' —m’ + f'
=n—(m-1)+(f-1)
=n—-m+f
Folgerung:
(1) Wie viele Kanten kann ein planarer Graph haben 7
3-n—6
fi sei die Anzahl der Flachen mit i Ecken (Kanten) , i = 3,4,5,...
f=Ffstfat+f+...
2-m=3-fas+4-fut+...=>0i-fi>3-fs+3-fut+...=3-f
i>3

(G habe keine ,, Briicke “, d.h. keine Kanten e, sodas G’ — e nicht zush. ist)

O—0O

2-m23~f,f§%-m
n—m+f:2,m:n—|—f—2§n+§-m—2
%~m§n—2,m§3-n—6

Ist k5, der vollstindige Graph auf 5 Punkte, planar ?

n=5, m=10,15—-6=9

(2) Ein ebener Graph ohne Dreiecke erfiillt m <2-n —4
f=fi+fs+...
2em=4-fi+5 fs+...>4-f
m=n+f-2<n+%9 =2

%gn—Q,mSQ'n—él

m=9,n=6,2-n—4=28
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Satz von Kuratowski

G ist planar g.d.w. G keine Unterteilung von k33 oder k5 enthalt.

O O @ e

Beispiel: (Confed. Cup)

BMW 1983:

Oberflache eines FuBballs besteht aus schwarzen 5-Ecken und weiBen 6-Ecken.

An die Seiten jedes 5-Ecks grenzen nur 6-Ecke, wihrend an die Seiten jedes 6-Ecks abwechselnd
5-Ecke und 6-Ecke grenzen.

Was ist die Anzahl der 5-Ecke und 6-Ecke?

n—m-+f=2 f5: Anzahl der 5-Ecke
f=fh+rf f6: Anzahl der 6-Ecke
2-m=5-f5+6-f¢

5-fs=3-fe

5-fs5=n

Einsetzen und nach f5 auflésen:

f6:§‘f5

m=5-fs+3-fo=5 fs+5-fs=5fs
2=5-fs— 2 - fs+fo+3=fs D0 _ £ L

= f;=12 fo=2-12=20

ot

2.4 Matchings

G = (V, E) Graph
M C E heiBt Matching in G, falls gilt:
e, eM ,e#e =ene =0

v(G) :== maz{|M|| M Matching in G}
W C V heiBt Knoteniiberdeckung von G (Vertex Cover) g.d.w.
eNW #Q@firalleee E
7(G) := min{|W| | W Knoteniiberdeckung von G}
Es gilt stets:
v(G) < 7(G)
Wann gilt Gleicheit ?
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Analog bei ungeraden Kreisen

n=2-k+1,v=%kt,7=k+1

Definition: G = (V, E) heiBt bipartit, falls G keine ungeraden Kreise enthilt.
Aquivalent: Es gibt eine Partition V' = UUW von V in zwei nicht leere Teilmengen, sodas jedes

e € E genau einen Endpunkt in U und einen in W hat.

U w

Ist G zusammenhingend und bipartit, so findet man eine Zerlegung V' = UUW mit den gewiinschten
Eigenschaften wie folgt:
x € V sei bel., fest. x gehdrt zu U.
Punkte aus N (z) missen zu W gehoren.
. U, falls es einen Weg gerader Lange x nach y gibt
y € V gehort zu
W, falls es einen Weg ungerader Linge z nach y gibt
2k

Xe Yy
21+1

Satz von Konig:

Ist G bipartit, so gilt : v(G) = 7(G)

Beweis: Spater

Satz: Es sei G = (V, E) bipartit, V = UUW die zugehdrige Partition, M ein Matching in G.

Es seien Uy bzw. W; die Punkte in U bzw. W, die nicht Endpunkte von Matching-Kanten sind.

I n - Kanten

Ferner sei F' C G ein maximaler Wald (maximal als Teilgraph) mit folgenden Eigenschaften:
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(%) Jeder Punkt w von F in W hat Grad 2 und inzidiert (in F') mit einer M-Kante.

(*x) Jede Komponente von F' enthilt einen Punkt von Uy.

Dann gilt: M ist Maximum-Matching (|M| = v(G)) g.d.w. kein Punkt aus W; zu einem Punkt von
F' adjazent ist.

Beweis:

(a) ., = “ Es sei M ein Maximum Matching, w € Wj. Angenommen, es wire eine Kante w u in E
mit u € V(F).
Wir betrachten die F-Komponenten von u. Nach (xx) gibt es einen Weg, der aus F-Kanten
besteht, und u mit U; verbindet.
Dessen Kanten gehoren abwechselnd zu M und nicht zu M. Wir nehmen die Kanten des Wegs,
die nicht zu M gehdren zum Matching hinzu und entfernen die Kanten aus M, die zum Weg
gehoren.

Das neue Matching M’ hat genau so viele Kanten wie M und kann durch u w erweitert werden.

i

¢M 1

eM §M
eM eM

w

(Beweis Satz von Kénig)

(b) Wir nehmen an: Kein Punkt aus W ist mit F' adjazent.
Essei X :=U\V(F),Y =V(F)NW
Wir zeigen: | X UY| = | M| und jede Kante von G ist mit X UY inzident
(dannist | X UY| =7(G) = v(G) = |M))
zuniachst XUY C UM
Ferner: Es gehoren nicht beide Endpunkte einer M-Kante zu X UY
(klar nach Eigenschaft (x))
Esseinunuvuwe EmituelU ,weW.
Angenommen {u,w} N (X UY)=0=ue V(F), w¢ V(F).
Nach Voraussetzung kann w nicht zu W; gehoren, d.h. es gibt eine Kante v w € M mit
v € U. Dann kdénnte man F' erweitern, indem man die Kanten v w und w v zu F' hinzufiigt.

Widerspruch zur Maximalitdt von F.
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2.5 Die Ungarische Methode

Schritt 0: Der bipartite Graph G = (UUW, E) ist gegeben, auBerdem ein Matching M von G.
Schritt 1: (Markierung)

(1,0) Jeder Punkt in U; bekommt die Marke ,,0".
(1,1) Wenn es keine noch nicht durchgesehene Marken gibt, so gehen wir zu Schritt 3.

(1,2) Die Marke von v, v € U, wird wie folgt durchgesehen: Fiir jede Kante v w € M erhilt
w die Marke ,,v", es sei denn w ist bereits markiert.
zuriick zu (1,1)

(1,3) Die Marke von v,v € W, wird wie folgt durchgesehen: Ist v € W) so gehen wir zu
Schritt 2.
Ist v € W\W7,s0 suchen wir die Kante u v € M und geben u die Marke ,,v".

Schritt 2: (VergroBerung)
Wir finden bzgl. der Kanten von M alternierenden Weg P von v, v € W1, nach Uy durch
~zuriickverfolgen®. Ist die Marke von v ,u", so ist v w € E und w ist der zweite Punkt des
Weges. Der nachste Punkt ist die Marke von w. Der letzte Punkt hat die Marke ,,0".
Mit E(P) := (Menge der Kanten von P) bilden wir:
M :=(MUE(P))\(MNE(P)) und M := M".
Alle Marken werden geloscht.
zuriick zu (1,0)

Schritt 3: Stop: M ist ein Maximum Matching.

Was ist dann F' 7
V(F) : Alle markierten Punkte u,w € V(F): uww € E(F)
& Marke von u = ,,w" oder

Marke von w = ,,u"
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Folgerung:
Satz von Hall:
Es sei G = (UUW, E) bipartit.

Fir X CUsei N(X):={weW | esex.einzwe E, z€ X}
Dann gilt:

v(G)=|U| < Firalle X CU :
IN(X)| > |X]| (Hall-Bedingung)

Notwendigkeit der Hall-Bedingung: Klar!

Hinreichend: Es gelte die Hall-Bedingung.

Angenommen: v(G) < |U|

Nach Satz von Koénig ex. eine Knoteniiberdekung Z mit |Z| = |v(G)| < |U].

UnZ
WnZ

NU\Z)C (WnZ)

X =U\Z

(X[ = IN(X)[ = | X[ - [WnZ|=|U\UnZ)| - |WnZ|
=|U|-|lUNZ|-|WnZ|=|U|-|Z] >0

[ X| > |N(X)|

Widerspruch zur Hall-Bedingung.
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2.6 Gewichtete Matchings

Gegeben: G = (UUW, E) bipartit
c: E — R Kostenfunktion.
MCE: ¢M):= > c(e) Kosten von M.

eeM
Problem: Finde ein Matching M in G mit |M = v(G)| und ¢(M) minimal !

Vereinfachungen:

(1) G sei vollstandig bipartit.
IstzB. uww € E, u e U, wée W, sonehmen wir u w hinzu und setzen ¢(u w) = N, N , sehr

groB”, etwa N > " |c(e)].
eck

2) [U] =W
c kann dann als quadratische Matrix angegeben werden, etwa
U={u,...,un}, W=Awy,...,w,}
cij = c(u; wy)
Ein Maximum Matching kann nun durch eine Transversale fiir C' bzw. durch eine Permutation
m € S, beschrieben werden.
Jedes Matching M mit |M| = n kann durch w € S,, beschrieben werden.
vermoge:
u wj € M & j =m(i)

Statt ¢(M) kénnen wir auch ¢(m) schreiben.

Wi W 4 -4 4 -4+
Ui 123 45 +1 o] 1 2 2 4
2 4 6 8 1 -1 1 3 5 6 [0
C 3 6 0 3 6 +3 3 6 (0] 2 6
48 37 2 ~1 2 6 1 4 0
Us 51 6 2 7 +1 4 (o] 5 0 6
012 3 4 ol 1 2 2 5
13570 0 2 4 5 0]
36036 |ZR 3 6 [0] 2 7
2 6 150 1 5 0 3
405 1 6 4 o] 5 0

o] 1 2 2 4 o] o] 2 1 5
1 3 5 6 [0] o] 1 4 4 [0
3 6 (0] 2 SR 3 5 0] 1 7
2 6 1 4 0 1 4 0 2 [0
4 o] 5 0 5 (0] 4 [0 8
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Lemma: Es sei C' eine Kostenmatrix, x,y € R".
C" = (cj;) entsteht wie folgt:
Cij = Cij T Ti +Yj
Dann gilt: 7* ist optimal fiir ¢ g.d.w. 7 optimal fiir ¢/
n
Beweis: c(7*) = Y ¢

2 Ci (i)

CI(W*) — Z C; o (0) =
:1 b

)

-

(Cim(i) T Ti + Yre(3))

=1

n , n n
i=1 i=1 i=1

————
c(m*)

n
Die Kosten jedes Matchings dndert sich nur um eine Konstante (Z(acZ + y,))
i=1
24.06.05
Bemerkung: Unser Problem wird oft ,,Zuordnungsproblem “ genannt.
(engl. Assignment Problem)
Konstruieren wir die Folge C = C©), ¢ C®@ .  C* von Kostenmatrizen, sodas C(t1) aus ¢

durch Modifikation der Zeilen und Spalten wie im Lemma entsteht.

(1) CO entsteht aus C, indem zuerst von jeder Zeile i min c;; subtrahiert wird und dann von jeder
J
~——

i
Spalte min(c;; — mlin ¢i1) subtrahiert wird.
1

~yj
(Zeilen- und Spaltenreduktion)
(1)

Dann ist ¢; =0 fiir alle 4, und jede Zeile und jede Spalte enthilt mindestens eine 0.

(2) Gi:=(UUW,Ey) mit u; w; € By & CE;) =0
Konstruiere mit der ungarischen Methode ein Max. Matching M und ein Min. Vertex Cover
X UY fir Gy.
Falls |[M| = n, so ist ¢ (M) =0 und M ist optimal (fiir C™") und damit auch fiir C).
Ist [M| < n, so betrachten wir X UY

C;1
u, . . W,
U, . A
U~ l,‘li,. :Yi —_W u
U, e oW, 2
b N, RN

Y =WnV(F), X =U\V(F)
Y = {ws}, X = {uy,us, us}

m = min{cgjl-) lu; ¢ X, wj ¢ Y} >0

Addiere 3 zu allen Zeilen 7 mit u; € X und zu allen Spalten j mit w; € Y. Subtrahiere 3
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von den iibrigen Zeilen und Spalten.
(Aquivalent: Addiere m zu dem cgjl-) mit u; € X und w; € Y. Subtrahiere m von den cz(.jl.)mit
ui ¢ X und w; ¢ Y).

Die neue Matrix sei C'(2).

(3) Nun bilden wir Gy = (U U W, Es) analog:
U; wj€E2<=>CZ(J2-)=0

Eigenschaften von Gj:

(i) M C E3 (vgl. Konstruktion des Vertex Covers X UY) v(G2) > v(G1)

(i) E(F1) C E, wobei F; der Wald ist, den die Ungarische Methode in G konstruiert hat.
(Nur solche Kanten gehdren zu E7\ Es, deren Endpunkte in X und Y liegen. Aber X =
U\V(F1).)

iii) Es gibt eine Kante u; wy € Fomitu; ¢ X , wp ¢ Y, alsou; € V(F1), wy € W\V(F}
J J J

Nun erweitern wir Fy zu einem max. Wald F, in G2 mit Eigenschaft (%) und (xx). Falls
v(Ga) = v(G1), so ist M ein max. Matching fiir G2 und W NV (F3) enthilt wy (nach (iii)),
also [WNV(Fy)| > |[WnNV(F)|

(4) Analog erzeugen wir C®) C¥) .
Der Algorithmus terminiert, sobald der Graph Gy, ein perfektes Matching besitzt. (v(Gy) = n).
Aber v(Gitn) > v(G;), denn [IW NV (F})| kann héchstens (n—1)-mal in Folge groBer werden.
= Anzahl der Iterationen ist héchstens (n — 1) -n + 1 < n?

Y = {wi,ws, ws}

X ={us}

c® — ¢li+1)
Sl > ey
k.l k,l

Falls G nicht bipartit ist:

Berechnung von v(G) ist in polynomialer Zeit méglich (Edmonds’ Matching Algorithmus). Berech-
nung von 7(G) ist NP-schwer.
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Wir zeigen den

1-Faktor-Satz von Tutte

Es sei G = (V, E) ein Graph.

G besitzt ein perfektes Matching g.d.w.
q(G—=85)<|S|firalle SCV (%)
(¢(G — S) = Anzahl der ungeraden Komponenten von G)

Die Tuttsche Bedingung ist sicher notwendig: Angenommen, G besitzt ein perfektes Matching, S C
V(G) von jeder ungeraden Komponente aus.
G — S muss dann eine Matching-Kante nach S fiihren.

= |S| > q(G - 9)

G

Beweis: (L. Lovész)
Angenommen, es ex. ein GG, das die Tutte-Bedingung erfiillt, aber kein perfektes Matching besitzt
S=:>® IV(G)=2-s, se€N
Wir fiigen zu G Kanten hinzu bis v(G + e) = s fiir alle e € (g)\E(G), v(G) <s
G ist weiter ein Gegenbeispiel.
Wir betrachten
S:={z e V(G) | da(z) = [V(G)| - 1}
Behauptung: Alle Komponenten von G — S sind vollstindige Graphen.

ungeradeé\Komponenten gerade Komponenten
von G-S

01.07.05
Es sei H eine Komponente von G — S

Wir zeigen: u,v,w € V(H) mituv € E, vw € E, soist auchu w € E

o
u

H

kurzester Weg

Angenommen, u w ¢ E.

Da G + u w ein perfektes Matching M; besitzt, G aber nicht, muss u w € M; sein. Zu v ex (nach
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Def. von S) ein Punkt z mit 2 ¢ S, v z ¢ E.
Ms> sei ein perfektes Matching von G + v z;

M = Mi\{u w}, M} := M\{v z} M{, M;CFE
Wir betrachten

M & Mj = (M{\Mj) U (Mp\M])

G' = (V,M{ & Mj)
Wie sehen die Komponenten von G’ aus?

- isolierte Punkte

- Wege - gerade Kantenanzahl

> alternierend bzgl. M| und Mj

- Kreise - gerade

l\./I'1/ M,
| *—a e e
IM'1 M, M,

A,

Unmdglich, da die M| - Kanten dieser Komponente und die iibrigen M) - Kanten ein perfektes
Matching bilden wiirden.
Wir betrachten die Komponenten in G’ der Punkte u,w, v,z :
Py, Py, Py, P.
Diese Komponenten sind alternierende Wege.
u/'\w
(Da M7 nur u und w nicht tiberdeckt ldsst und M} nur v und z nicht

iberdeckt lasst, ist dg(u) = dgr(w) = dgr (v) = de(2) = 1,
u ist also ein Endpunkt des Weges P,, u.s.w.)

P:u a ] w

P:w B i y fu

Es konnte P, = P, oder P, = P,, sein, aber nicht beides.
0.B.d.A. P, # P,

Wir erhalten einen vergroBerten Weg!
M :=(M{NE(P,))U(M,NE(P,))U{u v}
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U{ee M| |en(V(P,)UV(R,)) =0}
ist dann ein perfektes Matching in G.
Widerspruch! 4

Nun wahlen wir in jeder geraden Komponente von G — S ein perfektes Matching und in jeder
ungeraden ein Matching, das nur einen Punkt der Komponenten nicht iiberdeckt. Die uniiberdeckten
Punkte von G — S werden mit verschiedenen Punkten in S verbunden (mdglich, da ¢(G — S) < |S])
Eventuell bleibt eine gerade Anzahl von Punkten aus S dabei uniiberdeckt. Nach Definition von
S induzieren diese aber auch einen vollstindigen Graphen und wir kdnnen unsere Kantenmenge zu
einem perfekten Matching erganzen.

Widerspruch! b4

Anwendung:

Satz von Petersun

G sei 3-reguldr, zusammenhingend, briickenlos.
Dann besitzt G ein perfektes Matching.
(Briickenlos bedeutet: G — e ist zush. fiir alle e € E.)
Beweis:
Wir verifizieren die Tutte-Bedingung.
Sei S CV(G), Hy,...,H, seien die ungeraden Komponenten von G — S.

Wegen Zusammenhang und Briickenlosigkeit von G miissen mindestens 2 Kanten von jedem H; nach
S fithren. Aber

3-V(H)| = > delz)= ) dp(z)+m;
z€V (H;) z€V (H;)
wobei m; die Anzahl der Kanten zwischen H; und S'ist, 1 <17 <g¢

Waire m; = 2, so ware

>, du(x)+mi =2-(|E(H)|+1),
CEEV(H,L)
also gerade, wahrend 3 - |V (H;)| ungerade wire

= m; > 3 fiir alle ¢

=3.9< Y dala) = [9]-3
zeSs
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= q < |S]
= Behauptung
Beispiel:
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Kapitel 3

Algebraische Strukturen

3.1 Monoide

Definition: Ein Paar (M, %) mit
x: MxM— M
heist Monoid, falls die Verkniipfung * assoziativ ist.
(a,b,ce M : ax(bxc)=(ax*xb)x*c)
*(a x (b, c)) = x(x(a,b),c)
AuBerdem soll M ein Element e enthalten mit
mxe=exm=m fiiralleme M
(neutrales Element)

Bemerkung: e ist eindeutig bestimmt

e, e neutrales Element : e = exée = ¢

Beispiel:

(i) (]N7 ')7 (]N07 +)

(i) X Menge, M = XX ={f: X — X}
(M, o) ist ein Monoid, falls idx € M

(iii) A sei eine Menge (,,Alphabet")
A*:={a1,...,an|n€Ny, a; € A, 1 <i<n}
sei die Menge der endlichen Worter iiber A
(a1,...,an=0b1,...;.bp&n=mund a; =b;, 1 <i<n=m)
Das Wort e ohne Buchstabe heiBt leeres Wort.
Verkniipfung «: (Konkatenation)

ai (Ig...an*bl b2...bm =ai...an bl...bm

In (i) gilt das Kommutativgesetz,
in (ii) und (iii) i.a. nicht.
Def: Es sei ~ eine Aquivalenzrelation (AR) auf M, (M, *) Monoid.
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~ heiBt vertraglich mit x, falls fiir alle x,y,u,v € M gilt:
z~yundu~v=cxu~yxv (%)
Bemerkung: ~ ist genau dann x - vertraglich, falls fiir alle z,y,u € M gilt:
xT~Yy=T*xu~y*uund
uxy~uxy (xx)
(Wegen der Reflexivitat von ~ folgt (xx) aus (x))
Falls x ~y und u ~ v :
(k%) = zku~y*kuund y*u~y*v
~ transitiv: z *u ~ y * v, also (x)
Satz: Ist ~ vertraglich bzgl. %, so ist die Menge der Aquivalenzklassen M /. zusammen mit der

Verkniipfung
[z]w * [yle =z xyls

Aquivalenzklassen
ein Monoid von x bzw. y

(Produkt der Aquivalenzklassen ist die Aquivalenzklasse des Produktes)
Beweis: Wobhldefiniertheit der Verkniipfung folgt aus der Vertraglichkeit:

2] =[2"] =[] = [zxyl=["+y]

x~x y~y = xxy~a *xy
» Faktormonoid von M nach ~“
(M/~,*)
06.07.05
Beispiel: (Z,+) ist ein Monoid
neN, n>2

x ~p Yy S nteilt (z—y)
Z zerfillt in n Aquivalenzklassen [0],[1],...,[n — 1], die den Resten bei Teilung durch n entstehen.
Vertraglichkeit?
x ~y, 2’ und ywny’:?>x+y~nx’+y'
n teilt z — 2’ und y — ¢/, also auch
z—a' +y,=@+y) — (@' +v)
Def.: Direkte Produkte, direkte Summe

(i) (My,%1),...,(My,*y,) seien Monoide
n n
HMZ: @MZ:(M,*) mit
i=1 i=1
M =DM x My x...x M,
(ma,...,mp)*x(ml,...,mL) = (m1xml,...,m,*m))

(i) Angenommen, eine unendliche Familie (M;, *);c; von Monoiden sei gegeben.

M= T U M| S € M)

M :={feM|{iel]| f(i)#e;}ist endlich}
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Fir f,g e M : (f *g)(i) := f(i) *i g(i)
[ M; := (M, ) heiBt direktes Produkt der M;
icl
P M; := (M', %) heiBt direkte Summe der M;
i€l

3.2 Gruppen

(G, -) ist eine Gruppe g.d.w.
(G, -) ein Monoid ist mit

Fiir alle z € G ex. ein y € G mit
x-y=1y-x =e (neutrales Element)

y heiBt das Inverse von z (y = 27!)

Bemerkung: Ist G eine Gruppe, so ex. zu je zwei Elementen a,b € G Elemente z,y € G mit:
a-x=bundy-a=0>

Dabei sind z,y eindeutig bestimmt.

Beweis: 2 =a~'-bund y =b-a"! I16sen die Gleichung.

Umgekehrt ist klar, dass aus a - = = b durch Linksmultiplikation mit a~! folgt:
r=a"1-b, analog
y-a=b=y=>b-a!

Bemerkung:

(i) In Gruppen kann man ,kiirzen*
a-c=b-c=>a=b
cca=c-b=>a=b

Das folgt durch Rechts-bzw. Linksmultiplikation mit ¢~
(ii) Gelten in einem endlichen Monoid die Kiirzungsregeln, so ist es eine Gruppe

Bemerkung: Fiir a € G setzen wir:
L, G—-G:z—~a-x
R, : G—-G:z—zx-a
Dann sind L, und R, beide injektiv (Kiirzungsregeln), also bijektiv.
= zu a € G ex. ein Element a™! mit Ly(a™!) =e a-a"l=e
Dann ist:
a-(at-a)=(a-at)-a=e-a=a-e

Wir kiirzendasa :a l-a=e

3.3 Beispiele von Gruppen
(i) (Z,+),(R,+),(Q,+),(C,+)
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sind abelsche Gruppen

(") (Q\{O}’ ')7 (R\{O}v ')’ (Cv ')’ ({+1’ _1}’ )
abelsche Gruppen

(iii) (Z/~,,+) = (Zn,+)
ist ebenfalls eine abelsche Gruppe

(iv) S, ={m:{1,....,n} = {1,...,n} | 7 bijektiv}

Verkniipfung : Komposition "“o"
1 .oon

T

w(l) ... w(n)

o m(1) ... m(n)
T
1 eeom
,general Linear"

(v) {AeR™|det(A) #0} = GL(n,R)

bilden eine Gruppe mit der Matrixmultiplikation.

(vi) O(n,R) C GL(n,R) det(A-AT) =det A-det AT = (det A)2 =1
O(n,R) = {Ac R | A. AT = E,}
orthogonale Gruppe
SO(n,R) ={A € O(n,R) | det A =1}

»spezial orthogonal group”

(vii) Isometrien der Ebene
[f:R2 = B2 | [|f() — f)l| = Ilv — y]| fir alle 2,y € R?}
Man kann zeigen: Alle diese Abbildungen sind affin-Linear, d.h.
fit-x+ (1 —t)coty) =t f(x)+ (1 —1t)- f(y) firallex,y c R? ;t € R
Aquivalent: g(z) := f(x) — f(0) ist linear
Also sind Isometrien bijektiv und bilden eine Gruppe.
Die Isometrien bestehen aus
(a) Translationen T, a € R?
T.z)=a+z
(b) Drehungen um beliebige Mittelpunkte und Winkel

(c) Geradenspiegelungen
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(d) Schubspiegelungen

Spiegelung an g, dann Translation entlang g.
Dies sind alle Isometrien der Ebene.

(viii) Freie Gruppe iiber A : F(A)

Wir betrachten das freie Monoid iiber AUA™! : My
Al ={atac AJnA=10
p: Ms — My sei die folgende Reduktionsabbildung

Ein Wort w € My heiBe reduziert, wenn es kein Teilwort der Form a-a~! oder a™!-a (a € A)

enthalt.

Wir definieren p(w) := w, falls w reduziert.

1 1

Ist fw|=nundw=wu-a-a"' voderw=uwu-a"' a-v, wobei a-a~! und a=!-a von links

ausgesehen das erste Paar von Symbolen ist, so dass ein Symbol neben seinem Inversen steht.
Dann sei p(w) := p(u - v)
u~w < p(u) = p(w) ist AR auf My.
Die Aquivalenzklassen von M4/~ sind die Elemente der freien Gruppe.
Wir miissen zeigen: ~ ist vertraglich mit der Konkatination, d.h.
UNY, WS Z=U-WNU-2Z
plu) = p(v) , p(w) = p(z) = p(u-w) = p(v- 2)
Aquivalent zur Vertriglichkeitsbedingung:
u~v,wW=u-w~v-wundw-u~w-v
Dies folgt aus folgendem
Lemma:
(i) p(w) = w ,falls w reduziert
(ii) p(p(w)) = p(w) fir alle w € My
(i) p(u-a-a™t-v)=pu-a=t a-v)=plu-v) firalle u,v € Ma,a € A
(i) p(p(u) - v) = plu-v) = plu- p(v)) u,v € My

(i),(ii) sind klar, (iii) folgt durch Induktion nach |u - v|, ebenfalls (iv)

zu (iv) Induktionsanfang ist trivial.
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p(p(u) -v) = p(u - v ist trivial, falls u reduziert ist (u = p(u))

1 1

Andernfalls: u = u1-a-a= " -ug oder uy - a~ " - a- us mit u; reduziert

O.BdA u=u -a-a ' uy

plu-v) plu-ug-v) = p(p(ur-uz)-v)

Def von jbzw (iii) Ind.Annahme
Aber p(u; - ug) = p(u) (wiederum nach (iii))
Analog: p(u - v) = p(u- p(v))
Vertraglichkeit: u,v,w € Ma

u~ v ,d.h. p(u) = p(v)

(i)

= plu-w) = p(p(u) - w)

= plp(v) - w) = p(v - w), genauso

p(w-u) = p(w-v)
Das Faktormonoid ist eine Gruppe, denn:

[wy ... w,] Tt = [wyt . w e

wobei (a71) 7l :=a

(w1 .. .wn wy b w e = €]~
13.07.05

Die Aquivalenzrelation ~ ist auch vertraglich bzgl. der Multiplikation in Z
r=q-n+r y=q¢g-n+s
¥=q¢ - n+r y=¢-n+s
x~a y~vy
x-y~x -y
(@n+1)-@n+s)—(d -n+r)-G@-n+s)
=q-n-g-n+qg-n-s+qg-n-r+r-s
—(¢ g n?+¢ n-s+q-n-r+r-s)
Zn-[q-@-n—#—q-s—l—@-r—/q\'q’-n—q'-s—@\-r]
Beispiel: Neunerprobe
Dezimalzahl a, an_1 ...aq
=ap 10"+ ap—1- 10"+ ...+ a1 -10+ag
Welches ist der Rest beim Teilen durch 9 7
10=9+1 ,10=1 mod 9"
Allgemein: z =7 mod n n|(x —r)
100=10-10=1-1=1 mod 9
10"=10-10-...-10=1 mod 9

n-mal

=an-10"+ap_1-10"" 1+ ... +a1-104+ay=an + an_1+ ...+ a1 + ao,
d.h. Rest von a,, - 10" 4+ a1 - 10" + ... 4+ ay - 10 + ag = Rest der Quersumme.
Analog bei Teilbarkeit durch 11:

10 = -1 mod 11

100=(-1)-(=1) =1 mod 11

10 = —1 mod 11
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, ,n gerade
Rest von a,, ap—1...a1 ag mod 11 = Rest von ag — a1 +az —as+...+(=1)"-a,

-1, , d
10" = { " Hneerade } = (—1)" mod 11
1

Faktorgruppe Z = 7./ ~.
(Z.,,\{0}, ) ist i.a. kein Monoid

n=p-q ,p,q>1 :p-gq=0 modn
Wir erhalten eine Gruppe wie folgt:

{meZ|o<m<n, g¢T(m,n) =1} =7}
Behauptung: Die Restklasse dieser Zahlen bilden eine Gruppe m,n.
Was bedeutet es, dass gg7T'(m,n) =1 ist ?

m = p{t ... por p1 < po < ...<p, Primzahlen

n=pt. P 0<anB 1<i<r

ggT (m, ) = pnero)  pin(and)

99T (m,n) =1 g.d.w. m und n haben disjunkte Primfaktorzerlegung.
jeder Teiler von m und n teilt auch r.

99T (m,n) = ggT(n,r)

m=q-n+7r,0<r<n

n=q-r+7r,0<r; <r

Tk—1 = Qk * N + Tk41
Tk = dk+1°k+1
Tr+1 = 991 (m,n)
Man kann den ggT'(m,n) stets als ganzzahlige Linearkombination von m und n schreiben, d.h.

Falls d = ggT(m,n), so ex. z,y € Z mit
d=x-m+y-n

(i) 1eZ;
(ii) p,q € Z; = p- q ebenfalls teilerfremd zu n (Betrachte Primfaktorzerlegung!)

(iii) Essei p € Z. Dann ex. z,y € Z mit:
l=z-pt+y-n,
dh.z-p=1 mod n,

d.h. die Restklasse von zx ist invers zu p.

Bezeichnung: |Z}| =: ¢(n) , Eulersche ¢-Funktion*

3.4 Untergruppen

(G -) Gruppe
() #£ U C G heiBt Untergruppe von G, falls U mit der Verkniipfung von G eine Gruppe ist.
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Bezeichnung: U < G
Bemerkung:
(i) Ista € Gmita?=a,soista=e.
Das neutrale Element von U ist also das neutrale Element von G.

(i) Wegen (i) und der Eindeutigkeit der Inversenbildung miissen die Inversen von w € U in U und

in G Uibereinstimmen.
Satz: ) # U C G ist Untergruppe g.d.w. eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:
(i)eecU;abeU=a-beU;aclU
(i) a,beU=a-bteU
(i) a,bcU=at-beU
Beweis:
(i) ist (fast) die Definition und impliziert (ii) und (iii)

(i) =@¢@) : U#0, etwaacU
=a-at=ecU

=zua€c€Uistauche-al=a1leU

zua,beU=b" €U
=a- (b Hl=a-becU
Analog: (iii) = (i)
Definition: A, B C G
A-B:={a-b|lac Abe B}
heiBt Komplexprodukt von A und B
{a} - B=a-B
Definition: U < G, a € G
a - U heiBt Linksnebenklasse von a bzgl. U

U - a heiBt Rechtsnebenklasse von a bzgl. U
Satz: U < G

(i) Zwei Linksnebenklassen a - U , b- U sind entweder gleich oder disjunkt.

(i) Die Linksnebenklassen bilden eine Partition der Gruppen G. Die entsprechende AR ist:

a~bsal-belU

Beweis:
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(i) Esseia-UNb-U #10
etwa a-uy =b-us fiir ug,ug € U
= Fiir alle uw € U ist:
a-u:b-(ug-ufl-u), alsoa-UCbH-U
N S

eU
bu=a-u-uy' - u€a-U,alsob-UCa-U

a-U=0b-U

(ii) Firalle g€ Gist g € g- U, also folgt die Partitionseigenschaft mit (i).
Esista-U=b-U&sU=a1b-U
alsoa~beaU=a"1-b-U
al beU=at b-U=U

Ist umgekehrt U =a~'-b-U,sogilta™l-b=a"1-b-ecU

Es gilt ein analoges Ergebnis fiir Rechtsnebenklassen (AR: a~bsa-b1el)
Die Anzahl der Linksnebenklassen und Rechtsnebenklassen ist gleich

G = Uai - U disjunkte Zerlegung in Linksnebenklassen.
i€l
=G=U- a;l ist die disjunkte Zerlegung in Rechtsnebenklassen.
i€l
(a;!-a, GU@ai_l-(aj_l el)

)

a;-U=a;-U Ui 1=U.a;!
Definition: Die Anzahl der verschiedenen Linksnebenklassen heiBt Index von U in G (|G : U])
Satz von Lagrange: Ist G endlich, U < G, so gilt:
Gl =U[-[G: U]

insbesondere ist |U| ein Teiler von |G|

Beweis: Jede Linksnebenklasse a - U enthilt genau soviele Elemente wie U, denn: Die Linksmultipli-
kation mit a ist eine bijektive Abbildung.
= Behauptung.

a®”=a® s<m
a™ % =e
O
Ist G endlich, so erzeugt jedes a € G eine Gruppe < a >:= {e,a,ad?, ... ,ak_l},

wobei k = min{l | a! = e}
k heiBt die Ordnung von a
< a > heiBt auch zyklische Untergruppe von G.

Wir kénnen in < a > mit den Exponenten rechnen wie in Zj.
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Es gilt: £ | |G|

Beispiel: Betrachte (Z,-), die zu n teilerfremden Zahlen.

*

», also m* =1 mod n, also

Es sei m zu n teilerfremd, k sei die Ordnung von m in Z

‘m@(”) =1 mod n‘

Satz von Euler:

Falls ggT'(m.n) =1, so ist m¥™ =1 mod n

Falls n Primzahl, n=p, p(p)=p—1
1<m<p: mP =1 mod p (kleiner Fermatscher Satz)

Frage: Wann bildet die AR ~ der Linksnebenklassen bzgl. U eine e - vertrigliche AR?
la] = [a'] , [b] = [V']

Es soll gelten : [a-b] = [a’ - V]
a-U=d-U,b-U=V-U =ab-U=d V.U

Nicht jede Untergruppe erfiillt diese Bedingung — ,,Normalteiler*

N Normalteiler < a- N = N -q fiir alle a € G.

20.07.05
Zusammenfassung
Z,, = Z,\{0} bildet mit “-* eine Gruppe mit p — 1 Elementen.
U:={1,a,a?,...,d"}
k minimal mit ¢*t1 =1 mod p
(k+1) = U] 1Z5) = p—1
a? =1 modp (k+1)-s=(p—1)
a? = (a**1)*=1°=1 mod p
Z, : Alle Reste mod n, die zu n teilerfremd sind p(n) := |Zj|
a¥ =1 modn
~ Sei eine AR auf einer Gruppe G.
~ heiBt vertraglich, falls gilt:
Fir alle a,a’,b, ' € G :
a~dundb~b =a-b~ad -V
Dann kénnen wir die Aquivalenzklassen multiplizieren:
a] - (bl = [a- Bl
Nicht fiir alle Untergruppen ist die Linksnebenklassenzerlegung vertraglich, nur fiir sogenannte ,, Nor-
malteiler”.
Definition: U C G heiBt Normalteiler von G, falls fiir alle a € G gilt:
a-U=U-a
Bezeichnung: U A G

Normalteiler

dquiv: a-U-a ' =U firallea € G
dquiv: a-U-a ' CU firallea e G

ata-U-a'aCalt U-a
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UCa ! U-afiralleaeG
Essei U A G,
zu Zeigen:
(idea-UbVeb-U=d -bVea-b-U
a =a-u u €U
b =b-uy up € U
a-b=(a-u) (b-uz)=a-(ug-b)- us
[Wegen U -b=1b-U ex ein ug € U mit uj - b= b - ug]
=a-b-(us-u2) €a-b-U
(i) ~ sei eine vertrigliche AR. Dann ist [¢]. ein Normalteiler in G
a,bele]le,a~e, bre

a-b~e-e=c¢e

a~e, at awa_l-e, e~a !
b~e, aeG
=a-b-al~a-eal~a-al=e

= Behauptung

a-N-b-N=a-b-N
Die Gruppe der Aquivalenzklassen heiBt Faktorgruppe von G nach N : G/nN
Beispiel:

(i) Alle Untergruppen abelscher Gruppen sind Normalteiler.

(i) Alle Untergruppen von Index 2 sind Normalteiler.

Die symmetrische Gruppe .S, enthidlt einen Normalteiler von Index 2, die sogenannte alternie-
rende Gruppe von Grad n.

an :={o €S, | sgn(c) =1}

sgn(a) — (_I)Anzahl der Inversionen von o

Esgilt: o, me S, = sgn(o-m) = sgn(o) - sgn(r)

Dies impliziert sofort, dass A,, eine Untergruppe ist.

ie—— | fallsn()=j

je—i fallsc(i)=j
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Inversionen von 7 :
Kreuzungspunkte

o
Anzahl der Inversionen von o o 7 :

Summe aller Kreuzungspunkte - gerade Zahl

= sgn(a o 7.[.) — (_I)Summe aller Kreuzungspunkte

_ (_1)Anzah| der Inversionen von ™ + Anzahl der Inversionen von o
= Sgn - SgN o

(iii) G={f: R™ — R" | Es ex. eine Matrix A und b € R" mit f(z) = A-x+ b}
invertierbare affin-lineare Abbildungen
fap(z)=A-x+b
(fapo fBe)(@) = fap(B-x+c)=A-(B-z+c)+b
=A-B-x+A-c+b= fapactp
Neutrales Element : fr g
foe=Fp-1-B1c
A-c+b=0 b=-A-c=-B'.¢
U :={fep|be R"} Translationen
U ist ein Normalteiler.
fapo fEao fa1_a-14()
= fap(fEa(A™ 2z — A7 D))
= fap(A™ -z — A1 b+ a)

=zx—b+A-a+b=x+A -a= fga.z)

3.5 Homomorphismen

G, H Gruppen, f: G — H heiBt Homomorphismus falls:
Fiir alle a,b € G: f(a_ -Gb) = f(a) W f(b)

3.6 Eigenschaften von Homomorphismen

o fleg) =en  fleg)- fleq) = fleg -ea) = flec) = fleq) = en

o fla™)=fla)™": fla!): fla) = fla' a) = flec) = en
= fla™!) = f(a)™!

e f(G) < H : Beweis ist klar.
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Definition: Kern f:={a € G| f(a) =eqy}

Behauptung: N := Kern f A G

Untergruppeneigenschaft: f(eq = en , eq € N)
a,be N f(a-b)=f(a) - f(b)=ey-em=eg=a-be N
a€N=fla)=fla) ' =e; =en
acN,beGzuZeigennb-a-b'eN
flb-a-b=1)=f()- f(a)- f(O)"" = f(b) -en- f(b) "' = f(b)- f(b') =en

Beispiel: A,, A S, , A, ist Kern sgn.
sgn: S, — H , H({+1},-)

Definition: Isomorphismen sind bijektive Homomorphismen

Es gilt:

Satz: (Homomorphiesatz)

Essei f: G — H ein Homomorphismus. Dann ist:
f(G) = G/Kern f

isomorph
7 G/kern f — [(G): a-Kern f— f(a)
ist der gewiinschte Isomorphismus:
N := Kern f
a-N=d N&sal-deNsflal d)=ey
& fla)™" - f(d) =en & f(d) = f(a)
= 7 wohldefiniert und bijektiv.
m(a-N-b-N)=m(a-b-N)= f(a-b) = f(a)- f(b)
=m(a-N)-7w(b-N)

7 Homomorphismus, also Isomorphismus.

22.07.05

Zusammenfassung
NAG
a-N=N-a (a €G)
a-N-a'=N (a€@q)
a-N-ao'CN
a~a ,b~b =a-b~ad- b
[a]n - bl = [a-B].
a-N-b-N=a-b-N
~ vertraglich = [e]. A G
a~bebta~ves bt ac e
:G—H,  flg<H
Kern f:={g€ G| f(9)=ent o G
f(G) 2 G/kern

Definition: S C G
<S>=(WU|ULG,SCU} <G
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»Erzeugnis von S in G"

Bemerkung: Falls < S >= G, so ist G stets homomorphes Bild der von S erzeugten freien Gruppe.

3.7 Direkte Produkte

G1,...,G, seien Gruppen
Gy x...Gp ={(a1,...,ap) |a; €G;, 1 <i<n}
(a1, ... an) - (b1,...,by) == (a1 - b1,...,an - by)
direktes Produkt von G1,...,G,
(,,duBeres" direktes Produkt)

G ={(a1,...,an) €G1 X ... X Gy | a; € G; , aj = e fir j # i}

(€1,.++,€i—1,04,€i41,-..,€n)

G, ist isomorph zu G;

Definition: G ist inneres direktes Produkt seiner Untergruppen G1,...

eindeutig Elemente a1 € G1,...,a, € G, ex. mit:
a=a1-ag-...-Qyp.
Bemerkung: G ist inneres direktes Produkt von G1,...,G,

(Untergruppen von G) g.d.w.
G1,...,G, sind Normalteiler in G,
G=G-Ga-... -Gy,
GiN(Gy-...-Gi—1-Gig1+...-Gp)={e} , 1 <i<n
Bemerkung: U< G, NAG=U-N<G
e€U-N, (u1-ny1) - (ug-ng) =uy - (ng-usg) - neo
= (uj-u2)-(ny-n2) €eU-N
(TREI :nfl-ufl :ufl-ng eU-N
Beispiel: Zyklische Gruppen
G=<a> G unendlich = G~ Z
G endlich: a® =e, a* #e (1 <k <n)
G=1{ea,ad?...,a" 1} =G~7Z
Sind die Z,, direkte Produkte?

Das ist moglich, denn es gilt:

, G, falls zu jedem a € G

Loy, X Loy, == Ly, 8-d.w. nund m teilerfremd (chinesischer Restsatz)

Verallgemeinerung: Z,,.my-...mp 2 Limy X Ly X - .. X Ly,

falls alle ggT'(m;i,m;) =1 (i # j)
G=1{eg,4*.. ., 9"V ~7,
H={e h,h? . ....h" Y ~Z,
(9,h) € G x H.

Was ist die Ordnung von (g, h)?
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(gah)k = (gk>hk) = (ereH) And n|k > m|k
Falls n, m teilerfremd, ist dies dquivalent mit n - m|k
= Ordnung von (g, h) ist n-m

= Gx H~Zpm.
|GxH|=n-m

Ist umgekehrt d = ggT'(m,n) > 1,
so betrachten wir ein beliebiges Element (¢",h°) € G x H

m-n sm-n

(gr’hs)% = (gT 4, hd ) = ((gn)r-%’ (hm)s%) = (6@,6[{)
Bemerkung: Die Isomorphie bedeutet:

Es ex. genaueint € {0,1,...,m-n—1} mit t = r(m) und t = s(n), falls m, n teilerfremd sind und
r, s beliebig.
Es ex. ndmlich z,y € Z mit:
l=z-m+y-n=>y-n=1 modm
z-m=1 modn
t=r-n-y+s-m-x
t=r modm, t=s modn
Falls ggT'(ms,m;) =1, i#5, 1<4,j<k
Suchen wireinx mitz =r; modm; , 1 <i<k
M:=mq-mo-...-my
M;:=M/m, = [ m;
J#
Dann sind m; und M; teilerfremd
= es ex. z; , M mit:
1=z -my+ MM, zi, M; € Z.
d.h. M/ -M; =1 mod m;
Dann setzsn wir
xi=y ri-M-M,
Dieses l‘zt:UltS !
Es gilt der folgende
Basissatz:
Es sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann ist G direktes Produkt von zyklischen Gruppen.
Beweis: Schreibe die Gruppe additiv (mit neutralem Element 0)
n=n(G)=min{|S||SC G, <S>=G}
Vollstandige Induktion nach n(G)

n = 1: G ist zyklisch
n > 1 Die Behauptung gelte fiir abelsche Gruppen mit weniger als n Erzeugenden.

Fall 1: Es ex. ein Erzeugendensystem (min.) {g1,...,gn} von G mit:
-g1+v-@+... .+ - Gn=0mity, €Z,1<i<n,
so ist stets
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Dannist G=<g1 > X <ga>X...X < gy > XL X...x17
Vitgrtverget .otV Gn =9 =M1 g1+t ...+l gn
= (1 —p) g1+ w2—p2) g2+ ...+ Wn—pn) gn=0
also vy = 1, ..., Un = fin.
Fall 2: Fiir jedes min Erzeugendensystem {gi,...,gn} ex. eine Beziehung il%-gi = 0, so dass
i=

nicht alle ~; Null sind.

Unter allen diesen Beziehungen fiir alle min Erzeugendensysteme gibt es einen kleinsten posi-

tiven Koeffizienten a;

zugehoriges Erzeugendensystem sei {ay,...,a,},

OBdA. geltea;-a1+as-as+...+an-a, =0

Behauptung:

arla; (1> 2)

(i >2)festta; =0 -a1+pi, li€Z, 0<p; <y

=sa- - (a1+06i-a;)+as-as+...+qi—1-a;i—1+pi-a;+ 41041+ ... +a, =0

{a1 + Bi - a1,a2,...,a,} ist min. Erzeugendensystem von G und p; muss nach Wahl von «;

Null sein.

a; = B; - aq fir jedes i > 2
a=a1+0Br-ax+B3-a3+ ...+ 08p-aperfillt a1 -a=0
(a erzeugt zyklische Gruppe mit «; Elementen)

Ferner: {a,aq,...,a,} ist min. Erzeugendensystem von G.
G =<a>+ <{ag,...,a,} >. Diese Summe ist direkt:
Esseig=a+bmitac<a> , be<{as,...,an} >
Aquivalent zur Eindeutigkeit ist der Spezialfall g = 0
(@+ b= 0= ( Eindeutigkeit von @,b) @ =b = 0)
a+b=a+b=(@a—a)+(b-b)=0

b
a=k-a,b=ky-as+ks-as+...+kn,- an
a—i—b:k'a—kéki'aizo
Schreibe: k::ql-_a1+r 0<r<aoa
ér-a+éki'a¢:0

=r=0,a=0

=b=0
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<a>, <{ag,...,an} >

Nach Induktionsannahme ist < {as,...,a,} > direktes Produkt von zyklischen Gruppen,

also auch G.
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76
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Kern,

kleiner Fermatscher Satz,
Knoteniiberdeckung,
Komposition,
Konjugiertenklasse,
Konkatenation,
Kostenmatrix,

Kreis,
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Landkarte (map),
Linksnebenklasse, [66]

Matching,
Mergesort-Verfahren, [22]
Monoide,

Multimenge,

Nachbarn,

Neunerprobe,
Normalteiler,
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Ordnung,
orthogonale Gruppe, [62]

Partialbruchzerlegung, [33]
Permutation,

planare Graphen,
Ploynomidentitit,
Polynom,

Punkte, [T}

Quicksort, 39
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Reduktionsabbildung,
reduziert, [63]
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Satz von Hall,

Satz von Kanig,

Satz von Kuratowski,

Satz von Lagrange,
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Satz von Ramsey, [12]
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Surjekt. (N.R),
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Translationen,
Transversale,
Tuttsche Bedingung,

Untergruppe,

variable Koeffizienten,
Verkniipfung x,
vertices,

vertraglich, [60]
vollstandiger Graph, [17]

Wald,
Weg,

weitere Potenzreihen, [31]

Zuordnungsproblem,
zusammenhangender Graph,
Zusammenhangskoeffizienten,
Zusammenhangskomponenten,
zyklische Gruppe,
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