Prof. Dr. R. Mathar RWTH Aachen, SS 2000
Jaakob Kind Ausgabe: 07.06.2000

1. Zusatziibung zur Einfiihrung in die Stochastik

Aufgabe 1

Beim dreimaligen Wurf eines fairen Wiirfels bezeichne A;; (1 <i < j < 3) das
Ereignis, dak im i-ten Wurf die gleiche Augenzahl wie im j-ten Wurf gewiirfelt
wird.

a) Geben Sie einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum zur Modellierung die-
ses Zufallsexperiments an, und bestimmen Sie P(A;;) (1 <i < j < 3).

b) Zeigen Sie, daf die Ereignisse {A4;; | 1 <1 < j < 3} paarweise stochastisch
unabhéngig, aber nicht gemeinsam stochastisch unabhéngig sind.

Aufgabe 2

Ein Mann besitzt fiinf Miinzen, davon haben zwei auf beiden Seiten einen , Kopf*,
eine hat auf beiden Seiten eine ,,Zahl“, und die beiden letzten haben jeweils einen
»Kopf“ und eine ,,Zahl“ auf ihren Seiten.

a) Der Mann zieht mit geschlossenen Augen eine Miinze und wirft sie. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit liegt ein ,Kopf“ oben?

b) Der Mann 6ffnet die Augen und sieht, da® ein ,Kopf“ oben liegt. Mit wel-
cher (bedingten) Wahrscheinlichkeit liegt ein ,Kopf“ auf der unteren Seite
der Miinze?

¢) Der Mann schlieft die Augen wieder und wirft die Miinze nochmals. Wie
grof ist nun die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, daf auf der unteren Seite
ein ,Kopf“ liegt?

d) Er 6ffnet die Augen und sieht, da® ein ,Kopf“ oben liegt. Wie grofs ist nun
die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, daf auf der unteren Seite ein ,Kopf“
liegt?

Aufgabe 3

Fluggesellschaften haben festgestellt, daf Passagiere, die einen Flug reserviert
haben, unabhéngig von den anderen Passagieren mit Wahrscheinlichkeit 1/10
nicht am Check-in erscheinen. Deshalb verkauft Gesellschaft A zehn Tickets fiir
ihre neunsitzigen Flugzeuge und Gesellschaft B 20 Tickets fiir ihre Flugzeuge mit
18 Sitzen. Welche Gesellschaft ist mit hoherer Wahrscheinlichkeit iberbucht?

Aufgabe 4

Wir werfen n Miinzen, die unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit p ,Kopf“ zeigen.
Anschliefsend werfen wir alle Miinzen, die im ersten Wurf ,,Kopf“ gezeigt haben
ein zweites Mal. Bestimmen Sie die Verteilung der Anzahl der Miinzen, die im
zweiten Wurf | Kopf“ zeigen.

Aufgabe 5
Es seien X und Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ Exp(\)
und Y ~ Exp(u). Bestimmen Sie eine Dichte der Verteilung von X + Y.
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Musterlosung zur 1. Zusatziibung zur Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1

a) Wahrscheinlichkeitsraum zur Modellierung: (Q, 2, P) mit @ = {1,... ,6}3, 2 =
PB(2), und P definiert durch P({w} = g5 = 515 fiir alle w € Q.
Es gilt

6
Aijj ={w = (w1, w2, w3) € V| w; =w;} = U{w€Q|w,~:wj =k}
k=1
Es folgt

6

P(Ai) =) P{w € Q| w; = w; = k})
k=1

6 6

1
ZZP({w€Q|wi:k7wj:k}):Z(j'@:6
! k=1
b) Fiir i # j und k # [ mit 4,5, k,1 € {1,2,3} gilt Ay N Ay = {w € Q| w; =
wj,we = wi}. Wegen [{i,j} N {k,1}| = 1 folgt Aij N A ={we€Q|w =ws =
w3}, also

Weiter gllt Ao N A3 N Axg = {UJ e N | W = wp = w3} = A5 N Asz, also
P(A1p N A3N Agz) = % # (%)3 = P(A12)P(A13) P(As3).

Aufgabe 2

Es seien K?, K{*, K9, K¥ die Ereignisse, daft im ersten bzw. zweiten Wurf ein , Kopf*
oben bzw. unten liegt. M; (1 = 1,...,5) bezeichne das Ereignis, dat Miinze i gewahlt
wurde.

5

. 2 1 12 3
a) P(K{) =Y P(K{|M;)P(M;) =1 SO CHsE=c
i=1
P(K*N K¢ > P(K*NK?|M)P(M;) 1-2+40-2
b) P(Kfle): (PI(I?O) 1)221:1 ( 1031| z) ( z)_ 5';' 5
fi 3 3
25 2 ° ]
53 3
u o 5 ~u o . )
c) P(KY| K?) = P(I;?I?ffl) _ Yim P(ES ﬂfl | M;) P(M;)
5
_L3+0d+dd 55 s
a 3 10 36
d) P(K’U|K’OHKO)_P(K’ngmeg)_ P(Kngg)
LT U P(EYNKS) YL, P(KPNKS | My)P(M;)
P(MiUM;) 2 10 4

1-2+0-2+1.2 5 5 5
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Aufgabe 3

Die Anzahl der Fluggiste, die am Check-in der Fluggesellschaft A erscheinen, ist
Bin(10,9/10)-verteilt, die Anzahl der Fluggiste, die am Check-in der Gesellschaft
B erscheinen, ist Bin(20,9/10)-verteilt. Es sei X die Anzahl der Fluggiste, die bei
Gesellschaft A erscheinen, und Y die Anzahl der Fluggiste, die bei Gesellschaft
B erscheinen. Die Uberbuchungswahrscheinlichkeit von Gesellschaft A ist folglich
P(X > 9), und die Uberbuchungswahrscheinlichkleit von Gesellschaft B ist P(Y >

18).
Nun gilt:
10 9\10 /1\° 9\ 10
= = = -— - = A ~ 4
poc >0y =ror== () (2)" (5)'= (5)" ~osu
und

P(Y > 18) = Py =19)+ P(Y =20) = (3¢) (57 Ex (1%)

9 19 1 9 20
=20(—=) —+(=) ~0,392
0(10) 0" (10) 0,39

Also ist Gesellschaft B mit hoherer Wahrscheinlichkeit {iberbucht.

Aufgabe 4

Es sei X die Anzahl der Miinzen, die beim ersten Wurf , Kopf“ zeigen, und Y die
Anzahl der Miinzen, die beim zweiten Wurf Kopf* zeigen. Dann gilt mit dem Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit

:X":P(Y:MX:Z)P(X:I).

X ist Bin(n, p)-verteilt, und Y ist unter der Bedingung X = [ Bin(l, p)-verteilt.
Folglich gilt

Ii kIl — kl':;: Z:lk))"( k)!pkH(l -t = (Z) i (Z:];)pk“(l -t
QR (it - (EC o
<Z>p "t ni‘f (n i k)pll"“ = (Z)pz'“(l —p)" A+

Folglich ist Y Bin(n,p?)-verteilt. Intuitiv kann man sich das so vorstellen: Man
wirft alle n Miinzen zweimal und z#hlt nur die, die zweimal ,Kopf“ zeigen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir zweimal ,,JKopf“ ist aber gerade p?.
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Aufgabe 5
X ~ Exp(A), Y ~ Exp(u), X,Y stochastisch unabhéngig.

eFall 1: A =4 Ade) +Y ~T(2,)\) =Erl(2,\). Also wird durch

Fxay (2) = N2e*1 (0,0 (2)

eine Dichte von X + Y definiert.

oFall 2: X # p: Fiir 2 < 0 gilt P(X +Y < 2) =0, also fx1y(z) = 0. Sei nun
z>0:

fx4v(z) = /_OO Ix(t)fy(z—t)ydt = /Oz e MpuerE"t gy

=2t

= /\,ue*’”/ el Ntgy = Ape H?
0

0

_ M s (wne 1) = M as e
_M_)\e"(e” 1)—'u_)\(e e”).

Fiir z € R ergibt sich also

Fraw(e) = 225 (€7 = €70 L. (2).
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2. Zusatziibung zur Einfiihrung in die Stochastik

Aufgabe 1
Ist durch f,, : R — R definiert durch
1 o
Tuel®) = o e = e

eine Dichte gegeben?

Aufgabe 2
Das Intervall [0, 1] werde durch eine R(0, 1)-verteilte Zufallsvariable in zwei Teile
geteilt. Berechnen Sie den Erwartungswert der Linge

a) des linken Teilstiicks
b) und des kiirzeren Teilstiicks.

Aufgabe 3

Die Zufallsvariable N beschreibe die Anzahl der unabhéngigen Wiirfe mit einem
fairen Wiirfel, bis alle sechs Ziffern gefallen sind. Bestimmen Sie den Erwartungs-
wert und die Varianz von N.

Aufgabe 4
Es sei X eine absolut-stetige Zufallsvariable mit der Dichte fx und k € N eine
ungerade Zahl, fiir die E(X*) existiert. Zeigen Sie:

(Vz €R: fx(z) = fx(-=)) = E(X*) =0.

Aufgabe 5

Es seien X, Y Zufallsvariablen und a,b,c,d € R.

Zeigen Sie: Cov(aX + b,cY +d) = acCov(X,Y).

Aufgabe 6

Es seien X,Y diskrete Zufallsvariablen mit jeweils zwei Tragerpunkten. Zeigen
Sie, dak X und Y genau dann unkorreliert sind, wenn sie stochastisch unabhén-
gig sind.

Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Fall, daf X und Y den Triger {0, 1} haben.

Aufgabe 7
Geben Sie ein Beispiel fiir zwei unkorrelierte Zufallsvariablen an, die nicht sto-
chastisch unabhéngig sind.

Hinweis: Betrachten Sie eine geeignete diskrete Zufallsvariable X und Y := X2,
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Musterlosung zur 2. Zusatziibung zur Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1
Wir integrieren zunéchst f,, , iiber R und iiberpriifen, ob diese Integration 1 ergibt.
) o [e’e] 1 o o 1
o(x)dr = — -~ dr=Z= S .
/_Ooflh() H/_OOU2+(I7PJ)2 H/—m02[1+(10“)2]
= e, = — 50 dy
po ) T (52 T o L Ty
mit der Substitution y := T
g
= —/ —— dy=— [arctan(y)} == [E _ (ff)}
pJ oo 1442 ™ oo TL2 2
1
= —a=1.
T

Somit gilt [*_ fuo(x) dz = 1. Aukerdem ist f,,(z) > 0 Vo € R. Durch f, o,
o, v € R ist also stets eine Dichte gegeben.

Aufgabe 2
Die auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable, die das Intervall [0,1] in zwei Teile
zerlegt, werde mit U bezeichnet.

a) Die Linge des linken Teilstiicks ist dann gerade gegeben durch den Wert der
Zufallsvariablen U. Mit

u, 0<u<l,
0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des linken Teilstiicks durch

1
Elg(U)] = / u-1du=0.5.
0
b) Die Lange des kiirzeren Teilstiicks ergibt sich zu min(U, 1 — U). Mit

min(u, 1 —u), 0<u<1,
mm{ ( )

0, sonst
1
u, O<u< 3
=ql-u, $<u<l,
0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des kiirzeren Teilstiicks durch

1 1
2 1 1 1 1
E[g(U)]/O u~1du+/%(1u)~ldu§+(1§§+§)0.25.

Aufgabe 3

Der Wiirfel wird unabhiingig so oft geworfen, bis alle sechs Ziffern gefallen sind.
Die Anzahl der dazu benétigten Wiirfe ist durch die Zufallsvariable N gegeben. Die
Folge der Wiirfe, bzw. der Ausgange, beschreiben wir durch eine Folge stochastisch
unabhéngiger Zufallsvariablen Xi,... , Xy. Den Zeitpunkt des ersten Auftretens
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der i-ten bisher nicht gewiirfelten Zahl bezeichnen wir mit T3, i € {1,...,6}. T;
wird gemessen in der Anzahl der bisher durchgefiihrten Wiirfe. Damit gilt

T, o= 1
T, = inf{neN|Xn¢{XTl,XT2,...,XTH}},ie{Q,...,ﬁ},
und es ist

N =T

Gesucht ist der Erwartungswert und die Varianz von N, also E[Ts], Var[Tg|. Setze
nun

N1 = 1

N; = T;,-T; 1, 16{2, ,6}

Damit erhdlt man fiir T; die Darstellung

T, = Nj. (1)

N; — 1 ist die Wartezeit von der (i — 1)-ten bis zur i-ten Ziffer und ist geometrisch
verteilt mit Parameter p; = %. Die N; sind stochastisch unabhéngig.

Fiir den Erwartungwert von Tg ergibt sich somit

E[Ts] = E[N;] wegen (1)

6
1 —m;

Di =1 Di

Il
. - .
i Mm I M@ I Mm
= — =

6 6 3
c=1+_-+-+2+346
—1 5 2

—_

4.7.

Fiir die Varianz von T erhalt man analog
6
Var[Ts] = ZVar[Ni], da die N; stoch. unabh.
i=1
6

ol -T2 6 6(T )
B Z 2 *Z (7T —1)2 *Z (7T —1)?

pi

Aufgabe 4

Wir setzen g(z) := 2* f (). Es folgt g(—z) = (—z)*f(—2) = —2* f(2) = —g(x) und
e} 0 00 0 e}
E(X)= / g(z)dxr = / g(x)dx +/O g(x)dxr = f/ g(—x)dx +/0 g(x)dz

— 00 — 00 —0o0



2. Zusatziibung Stochastik fiir Informatiker Seite 3

Aufgabe 5

Cov(aX +b,cY +d) = E[(aX +b)(cY +d)] — E(aX + b)E(cY +d)
= F(acXY + adX +bcY +bd) — (aE(X) + b)(cE(Y) + d)
=acE(XY)+ adE(X)+bcE(Y)+bd — acE(X)E(Y) — adE(X) — bcE(Y) — bd
= ac(E(XY) - E(X)E(Y)) = acCov(X,Y).

Aufgabe 6
Da zwei stochastisch unabhingige Zufallsvariablen immer unkorreliert sind, ist nur
zu zeigen, daft aus der Unkorreliertheit die stochastische Unabhéngigkeit folgt.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf X und Y beide den Trager {0, 1} haben. Da X
und Y unkorreliert sind, folgt

0=Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)=P(X =1,Y =1) - P(X = 1)P(Y = 1),
also
P(X=1,Y=1)=P(X =1)P(Y =1).

Folglich sind die Ereignisse {X = 1} und {Y = 1} stochastisch unabhangig. Mit
Lemma 2.17 folgt:

eDie Ereignisse {X = 1}¢ und {Y = 1} sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {Y = 1}¢ sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {Y = 1} sind stochastisch unabhiingig.

Mit Lemma 4.10 folgt, daft X und Y stochastisch unabhéngig sind.

Im allgemeinen Fall sei {z1,22} der Triger von X und {y1,y2} der Tréger von
Y. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte x1 # x2 und y; # y2, da eine
Zufallsvariable X mit nur einem Trégerpunkt = stochastisch unabhingig von jeder
Zufallsvariablen Y ist. (Es sei B € B:

PX=z,YeB)=P(YeB)=P(X=x)P(Y € A)
und
P(X=2'YeA)=P0)=0=P(X =2")P(Y € A)

fiir alle 2/ # x.)

: — 1 e _—Z — 1 . Y1 : :
Wir setzen a := e b:.= T O G und d := s Die Zufallsvariablen

X' :=aX +bund Y’ := Y + d haben beide den Trager {0, 1}, denn:

€T €T
X(w):gjléX/(w):m—lm 7902—13:1 =0

und

T T
X(w)=1z2= X'(w) = $2*2$1 — z2j$1 =1.

(Y’ wird analog behandelt.)
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Sind X und Y unkorreliert, so folgt also
0= Cov(X,Y) = Cov(aX + b,cY 4+ d) = Cov(X',Y").

Also sind X’ un d Y’ unkorreliert und nach der Voriiberlegung auch stochastisch
unabhingig. Da die Zufallsvariablen X und Y mefbare Funktionen von X’ und
Y sind (X = (w2 —21)X' + 21, Y = (y2 — y1)Y’ + 31), sind sie nach Satz 4.16
stochastisch unabhingig.

Aufgabe 7
Es sei X gleichverteilt auf {—1,0,1}. Dann folgt

E(X)= (—1+0+1)% =0
und (beachte X3 = X)
Cov(X,X?) = E(X?) - E(X)E(X?) = E(X) - E(X)E(X?*) =0-0E(X? =0,

also sind X und X2 unkorreliert.
Es gilt aber

P(X?=1,X=0)=P(0) =0 #

[SCIR N
W =

X und X? sind also nicht stochastisch unabhingig.
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Zusatziibung

Aufgabe 1

A, B seien Ereignisse eines Wahscheinlichkeitsraums (2,2, P). Zeigen Sie,
dass fiir P(A), P(B) > 0 gilt

P(A|B) > P(A) = P(B|A) > P(B).

Aufgabe 2

Ein Medikament in Tablettenform zeigt zwei unabhéngige Wirkungen: die
nicht sofort erkennbare Heilwirkung mit der Wahrscheinlichkeit 0,8 und un-
abhingig davon die sofort erkennbare Nebenwirkung mit der Wahrschein-
lichkeit 0,3. Durch einen Herstellungsfehler ist ein Anteil von 0,01 der Ta-
bletten falsch dosiert und zeigt die Heilwirkung nur mit Wahrscheinlichkeit
0,3 und die Nebenwirkung mit Wahrscheinlichkeit 0,8. Mit welche Wahr-
scheinlichkeit kann mit der Heilwirkung gerechnet werden, wenn nach der
Einnahme des Medikaments die Nebenwirkung auftritt?

Aufgabe 3

Eine Miinze, bei der mit Wahrscheinlichkeit p Kopf fillt, werde n-mal ge-
worfen, n € N. Ein Spieler gewinnt im i-ten Wurf 2 DM, wenn die Miinze
Kopf zeigt. Welcher Einsatz macht ein Spiel der Liange n im Mittel fair?

Aufgabe 4

Wir werfen n Miinzen, die stochastisch unabhéngig mit Wahrscheinlichkeit
p Kopf zeigen. Anschlieend werden alle Miinzen, die im ersten Wurf Kopf
gezeigt haben, erneut geworfen. Bestimmen Sie die Verteilung der Anzahl
der Miinzen, die nach dem zweiten Wurf Kopf zeigen.

Aufgabe 5

S, 52,53 seien stochastisch unabhéngig, jeweils identisch Exp(\)-verteilt.
Der Zufallsvektor Y = (Y7,Y3,Y3) sei definiert durch

(H,Y2,}%) = (Sl + 52,52 + 513,‘5'1 + 53)

Berechnen Sie eine gemeinsame Dichte von (Y7, Ys, Y3).
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Aufgabe 1
P(A|B) = P(If(;)B) = P(;l(z)i)(I;()A) - HBM)%
P(A) > 0= P](D?/'ﬁ) - P]gz(%g)l)
P(A|B) > P(A) Pz(f(lf) >
% >1 = P(B|A) > P(B)
Aufgabe 2

Definiere die Ereignisse

H = Heilwirkung,
N = Nebenwirkung,

F' = falsche Dosierung.

Gegeben sind P(F) = 0.01, P(H|F®) = 0.8, P(N|F®) = 0.3, P(H|F) = 0.3
und P(N|F) = 0.8. Gesucht wird
P(H N N)

P(N)
wobei nach Aufgabenstellung P(H|F) und P(N|F), bzw. P(H|F®) und
P(N|F®) stochastisch unabhéngig sind, also P(H N N|F) = P(H|F) - P(N|F)
und P(HN N|FC) = P(H|FY) - P(N|F®) gilt. (Daraus folgt i. a. nicht, dass
auch P(H) und P(N) stochastisch unabhéngig sind.)

P(N) = P(N|F)P(F) + P(N|FE)P(F) = 0.8 - 0.01 4 0.3-0.99 = 0.305

P(H|N) =

P(HNN) = P(HNN|F)P(F)+ P(HNN|F°)P(F®)
= P(H|F)P(N|F)P(F)+ P(H|F°)P(N|F°)P(F°)
0.3-0.8-0.01+0.8-0.3-0.99 = 0.24



0.24

Aufgabe 3

Der Gewinn im i-ten Wurf betrigt > mit Wahrscheinlichkeit p. Mit X; ~
Bin(1, p) gilt fiir den Gesamtgewinn G,, in n Wiirfen

Gn = iﬁxi —1I,,
=1

wobei I,, den Einsatz fiir ein Spiel der Lange n angibt. Damit das Spiel fair ist,
muss E[G,] = 0 gelten.

E[G, = E ZiQXiIn]
=1
= ) PEX] -1,
=1
=1
=1
nn+1)2n+1
— )6( ) I

Somit muss gelten

_ nn+1)2n+1)

=D 6 —in

nn+1)2n+1)
6 )

=1I,=p

damit das Spiel fair ist.

Aufgabe 4

Es sei X die Anzahl der Miinzen, die beim ersten Wurf ,,Kopf“ zeigen, und Y’
die Anzahl der Miinzen, die beim zweiten Wurf ,Kopf“ zeigen. Dann gilt mit
dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und P(Y =k | X =1) = 0 fir
I<k

P(Y:k:):iP(Y:k:|X:l)P(X:l):iP(Y:k|X:Z)P(X:l).
=0 =k



X ist Bin(n, p)-verteilt, und Y ist unter der Bedingung X = [ Bin(l, p)-verteilt.

Folglich gilt

P(Y =k) = g <,i>p’“(1 p'* <l>pl(1 —p)"
- ; kil — kl)':;:((z_zk))"(n - k)!pk+l(1 o= (Z) ; (Z_ I;
ST (= ()T (7 o

Folglich ist Y Bin(n, p?)-verteilt. Intuitiv kann man sich das so vorstellen: Man
wirft alle n Miinzen zweimal und z#hlt nur die, die zweimal ,, Kopf“ zeigen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir zweimal ,, Kopf® ist aber gerade p2.

Aufgabe 5
X:= (Sla S27 S3)t
Die S, Sa, S5 sind s.u. jeweils Exp(\)-verteilt

= fx(@1, 02, 13) = M Motratm)

Definiere T': (R3,£3) — (R3,L3),

1 (0,00)3 (71, T2, 73)

Y = T((x1)$2)$3)t) - (.'1:1 + T2, T2 + r3,x3 + xl)t
1 1 0 T
= T((:L‘l,SCQ,SCg)t) =10 1 1 T
1 0 1 I3
=:A

det(A) =2#0 = 3 A T ist injektiv

Invertieren von A liefert

(1 11
At=211 1 -1
-1 1 1
oT;
= |det ( ) = |det A] =2
Ox; 1<4,5<3

Mit T (y1,y2,93) = 51 — Y2 + ¥3, 41 + %2

auf R? und stetig diffbar.

—y3,—Yy1 + Y2 + y3) und dem



Transformationssatz, dessen Voraussetzungen erfiillt sind, ergibt sich

fx (T~ (y1, 92, y3)
fxWi,y2,y3) = ( ) L7((0,00)3) (Y1, Y2, Y3)

oT;

)1sm‘§3

T-1(y1,92,Y3)

1 _ _

= §fx (A7MY) 10,0003 (T~ (Y1, y2, y3))
A 3 n- o)+

= e 2llm y2+y3)+(y1+y2—y3)+(—y1+y2+ys)) |
2

1 1 1
L(0,00)3 (5(?/1 — Y2 +y3), 5(91 +y2 — y3), 5(*2/1 +y2 + y3)>
)\3
—€
2

Zu beachten ist hier die Transformation der Indikatorfunktion. Aufgrund der
Grenzen (0, 00) des Indikators und der linearitit der Funktionen im Indikator
kann dort der Faktor % herausfallen.

_2
20t o oa (Y1 — Yo + s, Y1 + Y2 — s, —Y1 + Y2 + Us)-
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Aufgabe 6
(X1, X2) sei ein absolut-stetiger Zufallsvektor. Es gelte

pXilXe=r2 = Rgy 29 +1),29 > 0,
und X9 ~ R(0,1). Berechnen Sie P(X; + X3 < 2).

Aufgabe 7
Seien X,Y stochastisch unabhéngig Exp(A)-verteilt. Zeigen Sie

Emax{X,Y}] > max{F[X], E[Y]}

Aufgabe 8

Die Zufallsvariablen X7,... X, seien stochastisch unabhéngig, jeweils ver-
teilt mit der Dichte

A
flx) = Ee*Am, r € R, A > 0 ein Parameter.

Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schéatzer fiir .
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Aufgabe 6

Ix5: (@1]22) = gy mpi1) (71)
Mit
f(Xl,XQ) (3317 $2>

fX2 ($2)

ergibt sich eine gemeinsame Dichte f(x, x,)(z1,22) fiir 22 # 0

Ixix, (w1|72) = fiir zo >0

fxx0) (@1, 2) = fxy1x, (T1]22) fx0 (22) = Loy zps1) (1) L0,1) (72)-

Somit erhalt man

P(X1+X2<2) = / /f(xl,Xz)(zl,sz)dlfl dzo
0<z14+x2<2

2 2—xo
/ / W2y, z011) (21) L (0,1) (22)d21 dao
o Jo

1 2—xo
= / / ]1(352,12+1)(:L'1>d131 dl’g.
0 0

Aufgrund der Indikatorfunktion 1, ,,41)(21) und der Integralgrenze liefert die
Integration iiber x; einen Beitrag fiir

To<zT1<To+1l und 0< 1 <2—29.
Daraus folgt fiir xo <%

To < a1 <o+ 1
undfﬁraz2>%

To <1 < 2— 2.

Also gilt

1 pzatl 1 p2—xo
P(Xl + XQ S 2) = / / dl‘l dJEQ +/ / dIl dl‘g
0 T2 % T2

1
_ /zdx1+/ (2 — 2a2) ds
0 1

2



X2

15

05

0 05 1 15 2 25 x1

Abbildung 1: Skize des Integrationsbereichs in Aufgabe 6.

Auf dieses Ergebnis kommt man sehr schnell, wenn man sich an Hand einer
Skize klar macht, welche Fliche durch z1 + 2o < 2, 79 < 1 < 2 + 1 und
0 < 22 < 1 beschrieben wird (siehe Abbildung 1). Da die gemeinsame Dichte nur
durch eine Konstante und die Indikatorfunktion gegeben ist, ist P(X; + Xo <
2) gleich dem Inhalt der durch die Ungleichungen eingeschlossen Fliiche, also
P(X1+Xy<2)=3%-1-1+3-%-1.

Aufgabe 7

Pmax{X,Y} <z) = PX<z,Y<z)=PX<z)PY <x)
— (1 o efAI)(l o 67)\1) — 1 o 267)\:6 + 672)\1
= Fmam{X,Y} (ZL') fir x > 0, sonst Fmaw{X,Y}(x) =0

Damit ergibt sich der Erwartungswert

0 00
E[maX{X7 Y}} = - / Fmaz{X,Y} (:L') dr + /0 (1 - Fmaw{X,Y} (I)) dz
i 2 1 3
_ 2—/\1_ —2>\zd:_____
/O ¢ ¢ TTX T o

Mit

max{F[X], E[Y]} = E[X] =

& > =

folgt Elmax{X,Y}] > max{E[X], E[Y]}.



Aufgabe 8

X1,...,X, sind s.u.
— S o PR
=  L\z1,...2n) = f(z1,...20|A) —H 5¢

= logL(\|z1,...z,) = Z (log(A) —log(2) — Alz;|)

1 n
= n~§72|zi|::0 da Z|xz|7é0, P-fs

=1 i=1

= A=

log L ist stetig in A und limy_,glog L = limy)_, o log L = —o0.
n
> it il

ist also ML-Schétzer fir A.

=\ =
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