Aufgabe 1 (5+5=10 Punkte)

(a) Bei einem Minigolfturnier traten 6 Spieler gegeneinander an. Die Anzahlen der von ihnen
iiber das gesamte Turnier hinweg bené6tigten Schlige betrugen

.%'1:24, .%'2:27, $3:28, .%4:22, $5:24, $6:31

Berechnen Sie zu diesem metrischen Datensatz den Mittelwert, die empirische Varianz,
den Median, den Quartilsabstand und den Rang von x5.

(b) Gegeben sei folgender bivariater Datensatz (x;,y;), i € {1,2,3}:

t=1 1=2 1=3
zi| 1 3 2

(i) Bestimmen Sie die Regressionsgerade f(x) = @+ bz mittels der Methode der klein-
sten Quadrate.

(ii) Berechnen Sie das Bestimmbheitsmaf der linearen Regression aus (i). Was ldsst sich
iiber die Giite der Approximation der Regressionsgeraden an die Daten sagen?



Aufgabe 2 (44-24-4=10 Punkte)

(a) Ein von der Firma Brassel geliefertes Notebook ist aus Erfahrung mit einer Wahrschein-
lichkeit von 90% defekt.

(i) Modellieren Sie diese Situation mit Hilfe einer geeigneten Zufallsvariable und geben
Sie deren Verteilung an.

(ii) Beschreiben Sie fiir eine Lieferung von vier Notebooks die Anzahl intakter Note-
books in dieser Lieferung mit einer weiteren Zufallsvariable und berechnen Sie

- die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass genau drei der Notebooks aus der
Lieferung intakt sind,

- die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis, dass mindestens drei der Notebooks
aus der Lieferung intakt sind,

- die erwartete Anzahl intakter Notebooks in der Lieferung (keine ausfiihrliche
Rechnung verlangt!).

(b) Seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € 2 mit
(i) P(A%) =3,
(i) P(ANB) = 3.
Berechnen Sie P(A\ B).

(c) Seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und E, F' € 2 mit P(F) < 1und EUF = Q.
Weiter seien E und F' stochastisch unabhéngig. Berechnen Sie P(FE).



Aufgabe 3 (114+5=16 Punkte)

(a) Die Wahrscheinlichkeitsverteilung eines zweidimensionalen diskreten Zufallsvektors (X, Y)
sei durch die folgende Tabelle der Wahrscheinlichkeiten

P(X =i,Y =j), i€{0,1}, je{1,2,3},

gegeben:
Y Y=y 1 2 3
0 0,1 0,4 0
1 0,1 0,2 0,2

(i) Bestimmen Sie die Randverteilungen PX und P der Zufallsvariablen X und Y,
deren Erwartungswerte £X und EY und Varianzen Var(X) und Var(Y') sowie die
Verteilungsfunktion Fy von Y.

(ii) Berechnen Sie die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(Y = 2|X = 1) und

P(X =1Y =2).
(iii) Berechnen Sie die Kovarianz Cov(X,Y) von X und Y. Sind X und Y stochastisch
unabhéngig?

(b) Seien X und Y zwei Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P) mit

gemeinsamer Riemann-Dichtefunktion

Fet o pllse s 1y >0
fX’Y(CU, y> — zAy+l Y 3
0 , sonst.

(i) Zeigen Sie, dass die Randdichte f¥ von Y gegeben ist durch

_Y
2

}lye , fallsy >0,

0 , sonst .

fly) =

(ii) Sei y > 0 gegeben. Bestimmen Sie die bedingte Dichte fX=¥ von X unter Y = y.

(ili) Ermitteln Sie fiir y > 1 den bedingten Erwartungswert E(X|Y = y) von X unter
Y = y. Hierbei wird eine vollstéindige Rechnung verlangt.



Aufgabe 4 (64+4=10 Punkte)

(a) Seien Xji, ..., X,, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, 2(, P) mit X; w Wei(a,2), i = 1,...,n, d.h. die Verteilungsfunktion Fl;,
bzw. die Riemann-Dichtefunktion fX von X;, i = 1,...,n, sind gegeben durch

1—e >0, bzw.

Fe@=1 o <o ACE I

2
2axe™ " | x>0,

, sonst,

wobel a > 0 ein unbekannter Parameter ist.

(i) Weisen Sie nach, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir a basierend auf den
Beobachtungen z,...,x, > 0 der Zufallsvariablen Xj,..., X,, durch & = ﬁ
i=1""4

gegeben ist (vollstindige Begriindung erforderlich!).
(i) Zeigen Sie, dass X? exponential-verteilt ist mit Parameter a.
(iii) Berechnen Sie den Erwartungswert von + mit & aus Aufgabenteil (i).
. 1, i . i
(b) Seien Xi, X, und X3 stochastisch unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, %21, P) mit X; ~ N(u,1), ¢ = 1,2, 3, wobei p € R
unbekannt sei. Betrachten Sie die folgenden beiden Schétzer fiir u:

3
1 1

1 = — (X7 4+ 2X. 1 :—E X;.

1 3( 1+2X0), i 3¢:1

(i) Sind f; und fi2 erwartungstreu fiir p?

(ii) Berechnen Sie fiir fi; und fis den jeweiligen mittleren quadratischen Fehler und
entscheiden Sie auf der Basis Threr Ergebnisse, welcher der beiden Schétzer fiir eine
Schétzung von p verwendet werden sollte.



Aufgabe 1

(a) Berechnung des Mittelwertes Z:

26: 24 + 27 + 28 + 22 + 24 + 31 156
6 6

@IH

Berechnung der empirischen Varianz s*:

9 1

V2)
I
M@
i
R

=1

1
a[

— é[ D122 (<) 4 (—2) 5]
4+

1+4+16+44+25
6

o4

6
= 9.

Die Rangwertreihe des Datensatzes ist gegeben durch
Ta) = 22 y  L(2) = 24 y L3 = 24 y L) = 27 y  L(s) = 28 y

Berechnung des Medians % 5:

(T +2@) = =

N =

6-05 =3€eN — Ip5 =

Berechnung des Quartilsabstand Q:

6025 = 1.5¢N = Gop —a@ = 24,
6 . 075 - 45 ¢ N — f0.75 = ,1?(5) = 287
Q = To7s — Toas = 28—24 = 4.

Der Rang von x5 = 24 ist gegeben durch

R(zs) = R(24) = =12 — 9.

(24 — 26)% + (27 — 26)% + (28 — 26)* + (22 — 26)* + (24 — 26)* + (31 — 26)2}



(b) (i) Die geschitzte Regressionsgerade ist gegeben durch

~

flz) = a+be,

wobei sich @ und b wie folgt berechnen lassen:

T SCE -~ — T =
=2 ud @ =7y-b-7.
52

x

Die zur Berechnung benétigten Werte sind gegeben durch:

2] .2

Beobachtung | x; | vi | =7 | v; | iy
1 11411 |16] 4
2 310[9]0)| 0
3 2141 2
- 5 14 | IT
Mittelwert | 2 | 2 | & | 5| 2
Damit ist b gegeben durch
5 _ sy _ ToTy _ 2-2-%  1-5 -
2@ F1 T2
und @ durch
17

- 5
G- bT = 242.2 =
yooer =gt 3

Die geschétzte Regressionsgerade lautet also

Q)

flz) = 3~ 2z.

(ii) Das Bestimmtheitsmafl der linearen Regression aus (i) berechnet sich zu

2 o
B o= 2 o (Sw) _ (7g -7 -7)*
Y Ty (ﬁ B —

@?) (¥ - @)
16
3 3-16 12
9 = = — =~ 0.923.
2 17 25
2. (3 — 3) 2-26 13

Da der Wert des Bestimmtheitsmafles nahe bei 1 liegt, kann man von einer guten
Approximation der Regressionsgeraden an die Daten sprechen.



Aufgabe 2

(a) (i) Sei X eine Zufallsvariable (auf einem nicht weiter interessierenden Wahrschein-
lichkeitsraum (€2,2(, P)) mit den moglichen Auspragungen 0 und 1 und den

Wahrscheinlichkeiten
9 1
P(X=0)=— PX=1)=—
d.h. X ~ bin(1, {5) ist binomial-verteilt mit den Parametern n =1 und p = 55.
Interpretation:

X =0: Das Notebook ist defekt,
X =1: Das Notebook ist intakt.

(ii) Seien Xj, ..., Xy stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen auf (2,2, P) mit
X; ~ bin(1,55), i € {1,...,4} (Interpretation wie in (i)). Weiter definieren wir
die Zufallsvariable Z := Z?Zl X, die somit nach Definition die Anzahl der in-
takten Notebooks in einer Lieferung vom Umfang vier zdhlt. Nach Vorlesung
gilt Z ~ bin(4, %), d.h. die Verteilung von Z ist gegeben durch die Wahrschein-

) 10
lichkeiten

4 1 k 9 4—k
P(Z=k)= —) (= k 1,2,3,4}.
z=0-(;)(5) () « re@1230
Nun gilt:
2 1\ 9\ 1-9 36
P Z: = _— _ :4- = ==
(Z=3) (3) (10) (10) 10000 — 10000 — V030

Pz 23) :-”223%+HZ=4%=QmB@+G>(%04(%)44

|
— 0.0036 4 —~— — 00037,
095+ 10000 =

Nach Vorlesung bzw. mit der Formelsammlung erhalten wir fiir den Erwartungs-

wert von Z ~ bin(4, 75) und damit fiir die erwartete Anzahl intakter Notebooks

in der Lieferung:
1

EZ—=4.— =04
10
(b) Es gilt:
P(A\B) = P(ANB°) =P(A)—P(ANB)=1—-P(A°) — P(ANB)
1 1 5 1
=l -—C=1-2=_
2 3 6 6

(c) Mit den Voraussetzungen aus der Aufgabenstellung gilt:
1 = PQ=P(EUF)=P(E)+P(F)—P(ENF)
= P(E)+ P(F)—P(E)P(F)=(1—-P(F))P(E)+ P(F).
Demnach folgt (beachte P(F') < 1):
1—P(F)

A ]

= 1.



Aufgabe 3

(a) (i) Fiir die Randverteilung P* von X gilt

P(X=0) = P(X=0,Y=1+PX=0Y=2)+PX=0Y =3)
= 0,14+0,440=0,5

PX=1) = PX=1Y=1D4+P(X=1Y=2+P(X=1Y =3)
= 0,1+0,240,2=0,5,

d.h. X ~ bin(1, 0,5) und damit gilt insbesondere EX = 1-0,5 = 0,5 und
Var(X)=1-0,5-(1—0,5) =0, 25.
Fiir die Randverteilung PY von Y erhalten wir analog:

) = P(X=0Y=1)+P(X=1Y=1)=0,14+0,1=0,2,

1
P(Y=2) = P(X=0,Y=2)+P(X=1Y=2=04+0,2=0,6,
3) = P(X=0,Y=3)+P(X=1,Y=3=0+0,2=0,2.

Weiter gilt:

EY = zg:k:P(Y:k):1-P(Y:1)+2-P(Y:2)+3-P(Y:3)

k
= 0,24+1,2+0,6=2,

3
E(Y?) = Y KPY =k =1*-P(Y =1)+2*- P(Y =2) +3*- P(Y =3)
k=1
= 0,2+2,44+1,8=4,4

und damit
Var(Y) = E(Y?) — (EY)* =4,4 — 2 = 0, 4.

Zuletzt erhalten wir fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y:

0, y <1,

] o2, 1<y<2,
Fy(y) = 0,8, 2<y<3,
L, y>3.



ii) Es gilt:
(ii) Es g
P(X=1Y=2) 40,2
P(Y =2|X =1) = @52 _ gy
( | ) P(X =1) 5 0,

I Z) I

(iii) Es gilt

E(XY) = Y > ijP(X=iY =)
1€{0,1} je{1,2,3}
P(X=1,Y=1)+2P(X =1,Y =2) + 3P(X = LY = 3)
— 0,14+0,44+0,6=1,1
und damit
Cov(X,Y) = E(XY) - EXEY 21,1-0,5-2=0,1.

Insbesondere sind X und Y nicht stochastisch unabhéngig.



(b) (i) Sei zunédchst y > 0, dann gilt:

<Xy *yle s
- f ’ (x,y)dx: . Wd$

) l‘_4y =00
= y2e_g/ e dr = yPe” [— ]
1 4y r=1

= ot oL
N 4y 4 '

)

NS

Fiir y < 0 erhalten wir:

U Xy e _
f(?/)—/_ 5 (2,y) da:—/_ 0dx=0.

00
=0 nach Def. von XY

Folglich gilt die Behauptung (Y ~ I'(3,2)).
(ii) Fiir y > 0 und damit nach (i) auch f¥(y) > 0 gilt gem#B Vorlesung:
fX\Y:g(x) _ fX’Y(xa y) )
()

Damit erhalten wir fiir x > 1

fXIY:y<[IZ) _ Z;J,;4y+1 4y

und fir z <0

=0 nach Def. von fX¥

leY:y(.??) _ nyY(‘Z.?y)

=0
()
(es handelt sich hierbei um die Dichte der Pareto-Verteilung Par(4y) mit Para-
meter 4y).
(iii) Fiir y > 1 berechnen wir
EX|Y =y = / o fXV=Y(2)dx w 4y/ xYdx
—o0 1
x_4y+1 T=00 4y
—4y+1],, 4y — 1



Aufgabe 4

(a)

(i)

(i)

Die Log-Likelihood-Funktion I(a) = (|, ...,x,) basierend auf den Daten
X1, ..., Ty > 01ist fiir a > 0 gegeben durch

l(a> = In [H f&xl(ﬁ%)] =1In [(2&)” (H {El) 67042?:1 7

i=1

= nln(a) +nln(2) + (Z ln(xi)> -« fo

Folglich gilt

I'a) = o x?
i=1
und
> e < "
/ — _ 1 2 =
lNa)d= 0 <= o Sl Yorri = a ST 22
< < >

Folglich ist [ auf (0, ﬁ) streng monoton steigend und auf (ﬁ, o0) streng
T 2

monoton fallend und besitzt daher eine globale Maximalstelle in ﬁ Dem-
1=11

nach erhalten wir & := " als Maximum-Likelihood-Schétzer fiir o (basie-
i=1“%q

rend auf n Beobachtungen).

1. Variante (iiber die Verteilungsfunktion von Xj):

Fiir z > 0 gilt

Fy:(zr) = P(X] <) =P(Xi| <vr) = P(—Vz < Xi < Vo)
= P(X; <V7) = Fx,(VT) =1 — e oV =1 ¢z

und fir z <0
0< Fy(z) = P(X] <z) <P(X;<0)=P(X;=0)=0

und damit F X2 () = 0. Diese Verteilungsfunktion ist gerade die Verteilungs-
funktion der Exponentialverteilung Fxp(«) mit Parameter a.

2. Variante (mit Hilfe des Dichtetransformationssatzes):

Wir definieren die Abbildung
g: (0,00) — (0,00) : x> 2%
g ist bijektiv und besitzt die Umkehrfunktion

g (0,00) = (0,00) 1 Y= /Y.



Weiter sind g und ¢! stetig differenzierbar mit (¢!)'(y) = ﬁ@ y € (0,00).
Mit dem Dichtetransformationssatz folgt fiir y € (0, c0)

P y) = ) = 1) WL 97 ) = 20y /ge W = qemo

7

und fiir y < 0 gilt fX7 (y) = 0. Da diese Dichte die Dichte einer Exponentialver-
teilung Frp(a) mit Parameter « ist, folgt die Behauptung.

(iii) Es gilt:

QI'—‘
Q.Ir—‘

1 1 — 1
E(=)=£g(=3 x2 E(X2) = -
(2) - (3w) - i 3eon -1

(i) Fir p € R gilt

. 1 1 1
E (i) = E, <§(X1 + 2X2)) = 3(BuXy +2E,Xp) = o(p+2p) =

Eu(fin) = &(%Z&) ZEX u+u+u) m

und daher sind beide Schétzer erwartungstreu fiir p.

(i) Weiter gilt fiir p € R:

3

Var,(fiu) = Var, (%Z ) ( ) Z\/ar# 9(1+1+1)

i=1 =1

1 1 1
Var,(fn) = Var, (—(X1 +2X)) ) = §> (Var,(Xy) + 22 Var,(Xs)) = 9(1 +4) =
2

Da beide Schétzer erwartungstreu fiir p sind, ist fio dem Schétzer fi; vorzu-
ziehen, da er eine geringere Varianz besitzt und somit weniger weit um seinen
Erwartungswert pu, den es zu schitzen gilt, streut.



