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Allgemeine Hinweise:

Auf alle Bliatter (inklusive zusétzliche Bléatter) miissen Sie Thren Vor-
namen, IThren Nachnamen und IThre Matrikelnummer schreiben.

Schreiben Sie mit dokumentenechten Stiften, nicht mit roten oder
griinen Stiften und nicht mit Bleistiften.

Bitte beantworten Sie die Aufgaben auf den Aufgabenbléttern (benutzen
Sie auch die Riickseiten).

Geben Sie fiir jede Aufgabe maximal eine Losung an. Streichen Sie
alles andere durch. Andernfalls werden alle Losungen der Aufgabe mit O
Punkten bewertet.

Werden Tauschungsversuche beobachtet, so wird die Klausur mit 0
Punkten bewertet.

Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.

Geben Sie am Ende der Klausur alle Blatter zusammen mit den Auf-
gabenblattern ab.




Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 24+24+2+24+242424+2=16 Punkte

Beantworten Sie die folgenden Fragen.

a) Gibt es fiir jeden PDA einen DFA, der dieselbe Sprache erkennt?

b) Seien 1 und 7y reguldre Ausdriicke. Gibt es immer einen reguléren Ausdruck,
der die Sprache L(r;) N L(rz) beschreibt?

c) Wie viele Worter gibt es in der Sprache L((a + ab)(b + bb))?
d) Ist fiir jede reguldre Sprache L die Sprache L \ {e} regulér?
e) Ist der Schnitt zweier kontextfreier Sprachen kontextfrei?

f) Gibt es in jedem Petrinetz eine Markierung, die eine Verklemmung ist?
Begriinden Sie Ihre Antwort kurz in 1-3 Satzen.

g) Gibt es eine regulire Sprache L, fiir die alle Aquivalenzklassen von ~, endlich
sind? Begriinden Sie Thre Antwort kurz in 1-3 Satzen.

h) Sei A = (Q,%,0,q0,F) ein minimaler DFA. Dann erkennt der DFA
A :=(Q,%,0,q9,Q \ F) das Komplement von L(A). Ist A’ unbedingt mini-

mal? Begriinden Sie Thre Antwort kurz in 1-3 S&tzen.

Losung:



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2 6+6+6=18 Punkte

a) Geben Sie einen DFA an, der die Sprache
L; :={w € {a,b}" | w hat nicht das Suffix bba.}

iiber dem Alphabet {a, b} erkennt.
b) Geben Sie einen NFA an, der die Sprache
Ly :={w € {a,b,c}" | |[w| > 3 oder w beginnt mit c.}

iiber dem Alphabet {a,b,c} erkennt.

c) Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die Sprache beschreibt, die von
dem folgenden NFA erkannt wird.

a,b,c
a

a

Losung:



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 3 5+5=10 Punkte

Betrachten Sie die folgenden DFAs.
B:
b
a

b1
b

a) Geben Sie einen DFA ohne unerreichbare Zustdnde an, der die Sprache
L(A) U L(B) akzeptiert.

b) Geben Sie einen DFA ohne unerreichbare Zusténde an, der die Sprache
L(A) N L(B) akzeptiert.

Losung:



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 4 7+3=10 Punkte
Wir betrachten den folgenden DFA A {iber dem Alphabet {a,b}.

a) Berechnen Sie den minimalen DFA fiir L(A) mit dem Algorithmus aus der
Vorlesung. Geben Sie dabei in jedem Schritt an,
e welche Klasse
e mit welchem Buchstaben und
e beziiglich welcher Klasse
Sie verfeinern.

b) Geben Sie die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen fiir L(.A) an.

Losung:



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 5 6+6=12 Punkte

Sind die folgenden Sprachen iiber dem Alphabet {a,b,c} kontextfrei? Beweisen
Sie jeweils, dass die Sprache nicht kontextfrei ist oder geben Sie eine kontextfreie
Grammatik an, die sie erzeugt.

a)
Li={we {a,b,c}" | |wla=|w]s}

b)
K :={we{abc}" | |wla=wl=|w|}

Losung:



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 6 84+2=10 Punkte

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = ({5, A, B,C},{a,b,c}, P, S) wobei P
die folgenden Regeln beinhaltet:

S — SS|AC | DB |c C— SA|CS
A— AS|SA|a D— BS
B— BS|b

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des CYK-Algorithmus, ob das Wort abcba in L(G)
liegt.

b) Geben Sie einen Ableitungsbaum fiir das Wort beb in G an.

Losung:




Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 7 8 Punkte

Konstruieren Sie einen PDA, der mit leerem Keller akzeptiert und die folgende
Sprache tiber dem Alphabet {a, b} erkennt.

L ={uv | [ula = [vp}
Hierfiir reicht es aus den PDA graphisch anzugeben. Beschreiben Sie auflerdem kurz

(1-2 Sétze) die Funktionsweise des von IThnen konstruierten PDAs.

Losung:



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 8 8 Punkte

Fiir zwei Worter v und w sagen wir, dass v ein Dropwort von w ist, wenn v aus w
durch Weglassen von Buchstaben entsteht. Zum Beispiel sind abc, be, ac, ab, a, b, c, e
Dropworter von abc. Das Wort ba is aber kein Dropwort von abc.

Formal sagen wir, dass v ein Dropwort von einem Wort w = ajas ... ay ist, wenn es
eine Zahl [, mit 0 <[ < k, und Indizes i1 < iy < ... <4 aus {1,...,k} gibt, so dass
UV = Qi Qg - - - Ajy-

Sei ¥ ein Alphabet und L C X* eine reguldre Sprache. Zeigen Sie, dass dann die
Sprache
Lprop := {v € ¥* | v ist Dropwort eines Wortes w € L}

auch regular ist.
Es reicht, wenn Sie ausgehend von einem NFA | der L erkennt, einen endlichen Au-

tomaten konstruieren, der Lp,o, erkennt. Geben Sie Ihre Konstruktion formal an,
und erklaren Sie kurz die Idee dahinter.

Losung:



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 9 24-2+42+42=8 Punkte
Betrachten Sie das folgende Petrinetz N mit der Markierung M = (0,1,1,2,0):

p2 p4

SININR

Pl pa ps

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie jeweils eine kurze Begriindung an.

a) Ist in (N, M) eine Markierung M’ erreichbar, so dass (N, M’) verklemmt ist?
b) Ist (N, M) beschrénkt?
c) Geben Sie die Transitionsmatrix D von N an.

d) Geben Sie einen Lauf von (1,0,0,0,0) nach (0,0,0,0,1) an

Losung:
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Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1 24+24+2+24+242424+2=16 Punkte

Beantworten Sie die folgenden Fragen.

a) Gibt es fiir jeden PDA einen DFA, der dieselbe Sprache erkennt?

b) Seien 1 und 7y reguldre Ausdriicke. Gibt es immer einen reguléren Ausdruck,
der die Sprache L(r;) N L(rz) beschreibt?

c) Wie viele Worter gibt es in der Sprache L((a + ab)(b + bb))?
d) Ist fiir jede reguldre Sprache L die Sprache L \ {e} regulér?
e) Ist der Schnitt zweier kontextfreier Sprachen kontextfrei?

f) Gibt es in jedem Petrinetz eine Markierung, die eine Verklemmung ist?
Begriinden Sie Ihre Antwort kurz in 1-3 Satzen.

g) Gibt es eine regulire Sprache L, fiir die alle Aquivalenzklassen von ~, endlich
sind? Begriinden Sie Thre Antwort kurz in 1-3 Satzen.

h) Sei A = (Q,%,0,q0,F) ein minimaler DFA. Dann erkennt der DFA
A :=(Q,%,0,q9,Q \ F) das Komplement von L(A). Ist A’ unbedingt mini-

mal? Begriinden Sie Thre Antwort kurz in 1-3 S&tzen.

Losung:

a) Nein

b) Ja

c) 3 (Die Worter ab, abb und abbb sind in der Sprache)
d) Ja

e) Nein

f) Nein. Wenn der Vorbereich einer Transition leer ist, so kann diese immer
schalten. Das Petrinetz ist also nie verklemmt.

g) Nein. Regulire Sprachen L haben endlich viele ~p, Aquivalenzklassen. Es
konnen also nicht alle endlich sein, da ¥* unendlich ist.

h) Ja. Wenn ein kleinerer DFA fiir das Komplement existieren wiirde, erhielte
man durch Anwendern dieser Konstruktion einen kleineren DFA fiir L(A).
Dies ist im Widerspruch zur Minimalitdt von A.



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 2 6+6+6=18 Punkte

a) Geben Sie einen DFA an, der die Sprache
L; :={w € {a,b}" | w hat nicht das Suffix bba.}

iiber dem Alphabet {a, b} erkennt.
b) Geben Sie einen NFA an, der die Sprache
Ly :={w € {a,b,c}" | |[w| > 3 oder w beginnt mit c.}

iiber dem Alphabet {a,b,c} erkennt.

c) Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die Sprache beschreibt, die von
dem folgenden NFA erkannt wird.

a,b,c
a

a

Losung:

b)

DO O
a,b,c
a,b,c



c) Im folgenden Ausdruck steht ¥ fiir (a + b+ ¢):

Y ca(aa)*cX*



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 3 5+5=10 Punkte

Betrachten Sie die folgenden DFAs.
B:
b
a

b1
b

a) Geben Sie einen DFA ohne unerreichbare Zustdnde an, der die Sprache
L(A) U L(B) akzeptiert.

b) Geben Sie einen DFA ohne unerreichbare Zusténde an, der die Sprache
L(A) N L(B) akzeptiert.

Losung:

a,b

& q0, P2
a

a
—{{d0, Po w
a
a b
b
e ——)

b) Wihle §) als Endzustandsmenge fiir den Automaten aus Teilaufgabe a).
Alternative Losung: B erkennt die Sprache (ba)*. A akzeptiert kein Wort der
Sprache (ba)*, da jeder Lauf auf einem solchen Wort in Zustand go endet.
Folglich ist L(.A) N L(B) = 0. Der entsprechende DFA ist:




a,b



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 4 7+3=10 Punkte
Wir betrachten den folgenden DFA A {iber dem Alphabet {a,b}.

a) Berechnen Sie den minimalen DFA fiir L(A) mit dem Algorithmus aus der
Vorlesung. Geben Sie dabei in jedem Schritt an,
e welche Klasse
e mit welchem Buchstaben und
e beziiglich welcher Klasse
Sie verfeinern.

b) Geben Sie die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen fiir L(.A) an.

Losung:

a) Der Verfeinerungsalgorithmus fiir A kann dann wie folgt dargestellt werden:

By : {40, 01,42, 93,44, ¢5}

27N

Bl : {Q2;QSaCI5} BQ : {QO7Q17(J4}

mit a, B/ \

Bz :{q}  Bi:{q,q}



Wir erhalten damit den folgenden minimalen Automaten:

b) Sei L = L(A).

e/r ={e}
a/r = {aw | |w| ist gerade} U {bw | |w| ist ungerade}
b/r = {aw | |w| ist ungerade} U {bw | |w| ist gerade}



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 5 6+6=12 Punkte

Sind die folgenden Sprachen iiber dem Alphabet {a,b,c} kontextfrei? Beweisen
Sie jeweils, dass die Sprache nicht kontextfrei ist oder geben Sie eine kontextfreie
Grammatik an, die sie erzeugt.

a)
Li={we {a,b,c}" | |wla=|w]s}

b)
K :={we{abc}" | |wla=wl=|w|}

Losung:
e [ ist kontextfrei (sogar regulér):

G = ({S},{a,b,c}, P,S) erzeugt L, wobei P die folgenden Regeln beinhaltet:

S— aSbS |bSaS |cS |e

e Angenommen: K ist kontextfrei.
Dann existiert nach dem Pumping Lemma fiir kontextfreie Sprachen eine Zahl
n > 1, sodass jedes Wort z € K mit |z| > n sich zerlegen lasst als z = uvwzy
mit
(i) va # 2,
(ii) |Jovwz| < n,
(iil) wwkwary € K fiir alle k € N.
Betrachte das Wort z := a"b"¢"” € K. Es hat die Lange > n.
Sei uwvwzy eine Zerlegung von z mit den Eigenschaften (i), (ii) und (iii).
Wegen der Eigenschaft 2 ist vwzx ein Infix von a"b" oder ein Infix von b"c".

— 1. Fall: vwz ist ein Infix a™b".

Wegen Eigensachaft 1 gilt dann |uwy|, < |[uwy|. oder |uvwyly < |uwy|..
Damit gilt vwy ¢ K.

— 2. Fall: vwz ist ein Infix b"c".

Wegen Eigensachaft 1 gilt dann |uwyl|, < |uwy|, oder |uwy|. < |uwyl,.
Damit gilt vwy ¢ K.

Insgesamt erhalten wir einen Widerspruch zur Eigenschaft 3.



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 6 84+2=10 Punkte

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = ({5, A, B,C},{a,b,c}, P, S) wobei P
die folgenden Regeln beinhaltet:

S — SS|AC | DB |c C— SA|CS
A— AS|SA|a D— BS
B— BS|b

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des CYK-Algorithmus, ob das Wort abcba in L(G)
liegt.

b) Geben Sie einen Ableitungsbaum fiir das Wort beb in G an.

Losung:
a
b
c
b
a
a)
a A 0 0 A S
b B B,D S AC
c S 0 0
b B 0
a A
Da S € Ny, 5 enthalten ist, gilt abcba € L(G).
b) Ein Ableitungsbaum fiir beb in G ist:
S
/ \
D B
57 s b
| |
b c

10



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 7 8 Punkte

Konstruieren Sie einen PDA, der mit leerem Keller akzeptiert und die folgende
Sprache tiber dem Alphabet {a, b} erkennt.

L= {uv [ |ula = [vlp}

Hierfiir reicht es aus den PDA graphisch anzugeben. Beschreiben Sie auflerdem kurz
(1-2 Sétze) die Funktionsweise des von IThnen konstruierten PDAs.

Losung:
N AVA

a,Z,ZZ CL,ZD,ZU
a7Z07ZZO b,Z,E
b7 Z7Z E,Zo,cf
b7 Z07ZO

~(0 )z ()

&, Z07 ZO

In gg legt der Automat fiir jedes gelesene a ein zusétzliches Z auf den Keller und
entscheidet sich irgendwann nichtdeterministisch, den zweiten Teil des Wortes zu
lesen. (["Jbergang von ¢o nach ¢ ohne den Keller zu verédndern.) Dann wird fiir jedes
gelesene b ein Z entfernt. Wenn schlielich der Keller leer ist (nur noch Zj auf dem
Keller), kann der PDA das Kellerbodensymbol entfernen und somit akzeptieren.

11



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 8 8 Punkte

Fiir zwei Worter v und w sagen wir, dass v ein Dropwort von w ist, wenn v aus w
durch Weglassen von Buchstaben entsteht. Zum Beispiel sind abc, be, ac, ab, a, b, c, e
Dropworter von abc. Das Wort ba is aber kein Dropwort von abc.

Formal sagen wir, dass v ein Dropwort von einem Wort w = ajas ... ay ist, wenn es
eine Zahl [, mit 0 <[ < k, und Indizes i1 < iy < ... <4 aus {1,...,k} gibt, so dass
UV = Qi Qg - - - Ajy-

Sei ¥ ein Alphabet und L C X* eine reguldre Sprache. Zeigen Sie, dass dann die
Sprache
Lprop := {v € ¥* | v ist Dropwort eines Wortes w € L}

auch regular ist.

Es reicht, wenn Sie ausgehend von einem NFA | der L erkennt, einen endlichen Au-
tomaten konstruieren, der Lp,o, erkennt. Geben Sie Ihre Konstruktion formal an,
und erklaren Sie kurz die Idee dahinter.

Losung:
Sei L eine regulédre Sprache und A := (Q, 3, A, qo, F') ein NFA, der L erkennt.
Wir definieren den e-NFA A’ := (Q, X, A’, qo, F) durch

A= AUA,

wobei
A.:={(p,e,q) | Es gibt ein a € ¥ mit (p,a,q) € A }.

Irgendeine verniinftige Erklarung reicht hier aus.

12



Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 9 24-2+42+42=8 Punkte
Betrachten Sie das folgende Petrinetz N mit der Markierung M = (0,1,1,2,0):

p2 p4

SININR

Pl pa p5

Beantworten Sie folgende Fragen und geben Sie jeweils eine kurze Begriindung an.

a) Ist in (N, M) eine Markierung M’ erreichbar, so dass (N, M’) verklemmt ist?
b) Ist (N, M) beschrénkt?
c) Geben Sie die Transitionsmatrix D von N an.

d) Geben Sie einen Lauf von (1,0,0,0,0) nach (0,0,0,0,1) an

Losung:

a) Ja. Durch Schalten von ¢4 und danach t5 wird die Markierung (0,1,0,0,1)
erreicht. Diese Markierung ist verklemmt, da keine Transition schalten kann.

b) Ja, die einzigen erreichbaren Markierungen sind:

(0,1,1,2,0), (0,1,0,1,1), (0,1,0,0,1), (0,0,1,3,0), (0,0,0,2,1), (0,0,0,1,1),
(0,0,0,0,1).

Eine andere Begriindung ist: ¢; wird von M aus nie feuern kénnen, da p; nie
gefiillt wird. Alle anderen Transitionen haben mindestens so viele Pléatze im
Vorbereich wie im Nachbereich. Also kénnen nie mehr Marken erzeugt werden
und somit ist A" von M aus beschrankt.

13



d) ti,t1,t2,t3,14

14




